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A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 
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De  la  Société  Royale  de  Londres^  de  C Académie  de  Berlitiy 

de    tlnpitut    de    Boulogne,    Ô*    Corrcfpondam 

de    t Académie    Royale    des  Sciences. 


A  PARIS,  RUE  VAVPHIIfE, 

Chez  Claude-Antoine  JOMBERT,  fils  aSné,  Ijbnire 

du  Koi  pour  le  Génie  8c  l'Ardllerie. 

M.     Dec     L  X  V  I  II.  ('//<^») 
Avec  ^Approbation. 


«r    » 
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AVERTISSEMENT. 

V^Uoique  nous  ayons  expofé  le 
plan  de  nôtre  Ouvrage  dans  la  Préface 
qui  eft  à  la  tête  du  premier  Volume, 
nous  croyons  cependant,  d'après  les  ré- 
flexions ,  que  nous  a  communiquées 
un  Sçavant  illuftre,  &  dont  nous  réf- 
peftons  les  confeils,  devoir  ajouter  un 
Avértifsement  à  cette  féconde  Partie. 
Nous  avons  rendu  dans  la  Première  en 
geneial,  les  hommages  de  refped  dû  aux 
grands  Hommes,  dont  les  découvertes 
ont  enrichi  nôtre  travail  :  les  noms 
célèbres  de  M."  Euler,  D'Alembert, 
Clairaut,  Fontaine,  de  la  Grange,  de 
Condorcet,  font  plus  d'honneur  à  ceux 
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Yj  AVERTISSEMENT. 

qui  les  citent,  quils  nen  font  à  ces 
Hommes  illuftres  bien  fupérieurs  à  nos 
foibles  éloges.  Si  nous  n'avons  pas 
honoré  plutôt  nôtre  Ouvrage  par  des 
Noms  auffi  glorieux,  c*eft  par  ce  que 
dans  les  découvertes,  que  ces  fçavants 
Mathématiciens  ont  faites,  nous  nous 
fommes  prefque  toujours  écartés  de 
leur  forme  de  démontrer,  nous  faifant 
une  loi  de  fuivrc  nos  principes ,  & 
dV  ramener  ce  qui  etoit  découvert 
par  les  autres.  Or  il  eût  été  injufte 
dans  des  chofes,  qui  nous  appartien- 
nent en  partie,  ôt  qui  peuvent  être 
vicieufes  dans  la  forme,  de  citer  les 
Inventeurs,  aux  quels  on  auroit  pu 
attribuer  des  fautes,  qui  etoient  a  nous. 
D'ailleurs  il  eût  falû  quelques  fois  en- 
trer dans  des  altercations  trop  éloi- 
gnées de  nôtre  but ,  en  recherchant 
les  premiers  Auteurs  d'une  découverte, 
qui  font  fouvent  très-douteux. 

Il  refte  à  nous  difculper  d'une 
variété  de  méthodes,  dont  nous  nous 
fommes  fervis  dans  plufieurs  occafions. 
Nous  avons  crû  cette  diveriité  utile. 


AVERTISSEMENT,  vij 

pour  indiquer  aux  Commençants  les 
différentes  routes  dans  la  recherche  de 
la  vérité.  De  plus  il  nous  paroit  que 
parmi  les  différentes  méthodes  de  Cal- 

I  culs,    on    peut    rarement    en    afîignér 

une ,  qui  foit  généralement  la  plus 
commode;  il  faut  fouvent  varier  les 
méthodes  félon  les  cas,  pour  une  plus 
grande  facilité. 

^  Enfin  la  plus  grande  partie  de  ce 

dernier  Volume  ayant  été  imprimé  en 
nôtre  abfence,  nous  ne  pouvons  nous 

\  difpenfér   de  rcnouvellér  publiquement 

nôtre  reconnoiiïjance  à  M.f  de  Keralio, 
qui  a  pris  le  foin  de  vérifier  nos  Cal- 
culs, éc  qui  ne  nous  permettroit  pas 
de  le  louer  autant  que  nous  lefli- 
mons;  il  regarderoit  nos  éloges  com- 
me une  faute  qu'il  voudroit  corriger. 
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E  L  E  M  E  N  s 

D  U 

CALCUL    INTÉGRAL^ 

SECONDE     PARTIE. 

De   l'intégration  des  Diffêrentielles 

a  p/i>AeuR   variables. 

CHAPITRE  PREMIER. 

ZJ»  rinU^ration  des  Différentielles  du  premier  min 
qui  contiennent  plujieurs  variables  miUes^ 

Ù   dont   tes  Intégrales  exaltes  font 
V  des  fuites  finies . 


Le 


CCCXXVI. 


^OrTque   les    variables   d'une   diffiientielle    àa 
premier  ordre  font  feparées,   on  peut  toujours  en  trou. 
ver  l'intégrale  exafle  algébriquement,  ou   par   la  qua- 
drature des  courbes,   en  cherchant    feparément   par  les 
A 


2  Elemeks  d0  Calcul  Inte'gral 

méthodes  de  la  première  Partie  les  intégrales  de  chacun 
des  termes,  dont  cette  différentielle  eft  compofée,  & 
qui  ne  renferment  qu'une  feule  variable,  &  en  unifiant 
ces  intégrales  particulières  avec  leurs  fignes  — »•  ou  — , 
pour  en  former  l'intégrale  entière,  a  laquelle  on  ajoute 
la  confiante  fuivant  la  régie  (Art.  xiv.).  Mais  quand 
les  variables  font  mêlées,  c'efl  a  dire,  multi[diées,  ou 
divifées  les  unes  par  les  autres  dans  la  différentielle 
quon  veut  intégrer,  on  a  befbin  d'autres  méthodes, 
ibit  pour  réduire  cette  différentielle  a  une  autre,  dans 
laquelle  les  variables  foient  fèparées,  foit  pour  l'intégrer 
iàns  feparer  ^auparavant  les  variables  ou  les  indetermi* 
nées.  Nous  expliquerons  dans  ce  Chapitre  les  princi- 
pales méthodes  pour  intégrer,  fans  feparation  de  varia- 
bles, les  différentielles  du  premier  ordre,  qui  naiflent 
de  la  diiférentiation  des  quantités  exprimées  par  des 
fuites  finies ,  qu'on  appelle  fondions  finies .  ^ 

CCCXXVII. 

Une  différentielle  de  cette  forte  étant  propofée, 
on  peut  d'abord  efllayer  de  l'intégrer  en  la  comparant 
avec  les  formules  générales  de  même  efpece,  dont  on 
connoît  les  intégrales  par  le  Calcul  différentiel  •  On 
fçait,   par    exemple,    que   la   différentielle    du    produit 

99^  eft  ^rf/'H-zi/x,   que   celle  de  la   firaélion  -   cil 


H.  pârtiï;  châp.  l  j 

que  celle  du  l(^arîthme  de  «  eft  £f ,  Cr.,  «  &  v  k- 

p^efenteat  dans  ces  formules  générales  des  variables 
quelconques)  fimples  on  composes ^  comme  on  voudra* 
Donc,  il  la  di^rentielle  propofée  peut  fe  réduire  par 
iiib/Hrution  a  quelqu'une  de  ces  formules  générales  de 
différentielles,  on  en  trouvera  tout  d'un  coup  l'intégra- 
le,  en  £iiiànt  les  mêmes  fubAitutions  dans  l'intégrale^ 
connue   de  cette   formule  générale.    Ceft   ainfi   qu'en 

comparant  Iadifi&'eûtî«llem»*j»'*~  Vu -h^ »«"'«•"" '^i# 
avec  la  formule  de  même  efpece  j^dn^^wdjf^  on  trou* 

ve  qu'en  fubfUtuant  u     pour  y^    ta   iT   pour  n  dans 
cette  formule,  elle  (e  réduit  a  la  différentielle propof?e ^ 
d^oii  Von  conclût  qu'en  falfant   les   mêmes  fubflitutions 


dans  ny  intégrale  de  ydn-^^ndy^   on  aura  u  n    pour 

l'intégrale  de  mu  x"^^ di^-^^niTu^^  du.    On  voit 
de  même    que  l'intégrale   de  la  différentielle , 

eft  le  logarithme  hyperbolique 


de  »  »  ;  par  ce  qu'en  fubfUtuant  z!^u  au  lieu  de  n 
dans  la  différentielle  —,  on  la  réduit  a  la  différentiel* 
le  propoiëe;   d'oii   l'on  conclut   qu'en  fubflituant   auffi 
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ik^u    au  lieu  de  x  dans  L.9i^    qui  eft  l'intégrale  de 

•il 


j  on  aura  h.%!^u    pour  Imtégrale  de  la  différent 

tielle  propofée.  Il  eft  clair  quon  pourroît  faire  ainfl 
des  Tables  de  dlfTérentielles  très-compliquées ,  par  le 
moyen  defquelles^  on  auroit  des  intégrales  très-difficiles* 
Mais^  quoique  ce  moyen  d'intégration  foit  fouvent  fort 
utile,  furtout  pour  ceux  qui  font  fort  exercés  dans  le 
Calcul  différentiel ,  il  n'eft  pas  aifé  de  l'employer , 
quand  les  différentielles  qu  on  fè  propofe  d'intégrer  ne 
font  pas  réductibles  a  une  forme  déjà  connue;  par  ce 
qu^on  n'a  point  de  règle  générale  &  fùre  pour  le 
choix  des  formules ,  ny  pour  les  fubftitutions  •  Il 
faudra  alors  fè  fervir  des  méthodes,  que  nous  allons 
expliquer  après  quelques  préparations* 

ccexxviiL 

Une  différentielle  quelconque  égale  a  zéro  fe  nomme 
tquation  différentielle*^  &  on  l'appelle  fimplement  quanti'^ 
fij  ou  fon&ion  différentielle  ^  lorfquon  ne  la  fuppofe  point 
égale  a  zéro*  Cette  diftin£lion  eft  necefTaire  dans  plufieurs 
cas  ;  car  fi  on  différéntie  une  quantité  variable ,  qui 
n'eft  point  en  forme  d'équation,  la  différentiation  ne 
pourra  faire  évanouir,  que  les  quantités  confiantes,  qui 
ne  font  point  mêlées  avec  les  variables.  Mais  fi  la 
quantité  qu'on   différéntie  eft  en  forme  d'équation ,  la. 


II«  Partie;    Chap.  t  $ 

£ffl^ndation  pourra  £dre  difparo^re  ^  outre  ks  con* 
ftanteS)  quelque  £iâear  mêlé  de  variables^  qui  muld-^ 
plie  ^    ou   divife    toute     Tequation    difiR^rcntielle  «    Pat 

exemple  )  eu  différcotiant  la  quantité  aM^ — tm^jf-^c^ 
dans  laquelle  c  ell  fuppofée  confiante ,   on  aura  la  fou* 

âlon  di£S^entielIe  zakdM^-^ib/êÇiin-^^hH^df.  MÛS) 

fi  on  fuppofe  û^^—^hny-^e-^zoy  &  quon  différea* 
tie,  on  aura  Tequation  différentielle  7.êndn^^^%hymd» 

—  bm^dy^=.o^  laquelle,  eunt  divifi^  par  le  ikÔeuf 
commun  &  variable  #,  fe  réduit  a  Tequation  %ûdn^^ 
%bfdK'^bxdy'=:o.  De  même  la  fonÔion  différentiel»^ 


vifée  par  le  fa£leiir  commun  — 21—    devient    an  du 

cecxxix. 

On  appelle  enoBe^  ou  complttftj  la  quantité  diffé* 
rentielle,  dont  lintégrale  eft  une  fonflion  finie  de  va« 
riables  &  de  confiantes;  ou  bien  c'efl  une  différentiel* 
le,   qui  peut  naître  de  la  difKrentiation  d'une   fon£lioa 

en  termes  finis.  Ainfi  zaxdn^'-^bM^djf  —  zbymdx  efl 
une  différentielle  exa6le  ou  complette,  par  ce  que  fba 


$  Elemens  du  Calcul  In^s'crâl 

ints^grale  aii*-'^h»?y  cft  une  fonftion  finie,  ou  flâif  cô 
qu'on  la  peut  trouver  par  la  dififérentiation  de  cette 
fonétion  • 

eccxxx. 

Suppofé  que  A,B^CyDy&e,  foîent  des  fondions 
différentes  des  variables  My/jXyUy&c.j  &  de  condan- 

tes,  rexprelHoa  ^^>  dans  laquelle  dAeR,  entre  deux 

parentheifis,  figaifie  le  quotient  qucm.  troiire  en  dlvî- 
iant  par  d/  la  différentielle  d^  la  fon6lion  A^  prife  en 
ne  iàifant  varier  que  / ,  &  en  regardant  comme  con- 
ftantes   toutes  les  autres   variables,  dont  A  peut   être 

compofée .  De  même  i^p-  y  ou  ^!^  expriment  les  quo- 

tiens  quon  trouve,  en  divifant  par  dxy  ou  par  dz  les 
cLifFérentielles  dBj  ou  dC^  prifes  en. ne  regardant  com-, 
me  variable,  que  «^,  dans  la  fonâion  B,  ou  que  % 
dans  la  fon£tion  C,  &  confiderant  toutes  les  autres  va- 
riables qui  font  dans  By   ou  dans  C,   comme  des  con- 

fiantes.  Suppofi^,  par  exemple,  que  A=san'"/'y  cette 
expreflion  i^  fîgnifieia  natT/*'^^  ;  fi  B=«V'«> 
rexpref&on  ^^2  fignlflcKi  s/^^ew  ;   car  la  différentielle 
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4e  «N*/*  pniè  dans  la  fappofition  que  /  &ule  'foit  va^* 
fiable,  8c  que  m  iôît  conftaate  e/è  natTj^'^^  dy^  U 
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Lemme.  Siq>pofi^  que  A  ibît  une  fondioa  de 
deux  variables  «,&/,&  de  confiantes,  &  qu'on  ait 
pnouvé  riotegrale  S.  Adxy  en  prenant  n  pour  variable 
&  y  pour  conftante;  fi  on  différencie  de  nouveau  cette: 
intégrale  S.  Ad%  ^  en  failant  varier  /  y  traitant  «  corn* 
me  conftante,   la  différentielle  â.S.Adm  fera  ày.y^ 

S.  ^'^-^àn.    Pour  donner  une  idée  plus  nette  de  cette 

proçofuioti^  foit  A'=^n* y^ y  &  Adnrrr^y^ H^dn^     L'in- 
tégrale S.AJm  de  la  différendelle  Adn^  en  prenant  / 


pour  confiante ,  fera  ^  *     ■  ;  &  la  différendelle  de  cet« 
te  intégrale,  en  prenant  /  pour  la  feule  variable,  &  • 


fiJ^^^f^'^dy 


pour  confiante   fera ^ — ^.    Il  faut  donc  demofi* 


trer  que  cette  différentielle  efl  =<^/*  5*.  ^— ^i/jr, 

étant  la  difiSrenticHe  de  A  prifè  en  faifant  varier  y ,  & 
regàjnâant  k  comme  coudante  ;  ce  qui  efl  évident  dans 
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cet    exemple,  pmfque  ^^  =  »«V~%  .^^'«î» 

^ .  ,     %  en  traitant  y  comme  confiante  dans  cette 

intégration.    Donc  ''^"'l'j!^7''^^=^/^-^7^^^- 

En  gênerai  la  quantité  5".  ^//x  étant  composé 
de  deux  variables  x  &  ii,  en  la  différentiant  tour  a 
tour  fèioQ  s$  ^  ay  OÏL  aura  la  différentielle  totale  Ada^ 

da.S.  ^  jjd»^    Car  fuppofons  que  A  foit  l'ordon- 
née d'une  courbe,   dont  ii  eft  le  paramètre ^  &  ^x   la 
difiérentielle  de  rabfcifTe;  en  faifant  varier  rabfcifle,  le 
paramètre  demeurant  le  même ,  il  eft  clair  que  la  dif> 
férentielle  de  Taire  fera  Adx.    Mais  (i  on  fait  enfuite 
varier  le  paramètre  a  y  rabfcifTe  refiant  la  même,  il  eft 
évident  que  la  différentielle  Adx  fera  augmentée  d'une 
féconde  différentielle,  qui  ne  peut  refulter  que  de  la 
variation  du   paramètre  a^    en  différentiant  l'ordonnée 
A.    Il  £tut  donc  différentier   A  en  faifant  varier  a 
feulement,  &  en  multipliant   la  différentielle,   qui  en 
proviendra  par  la  différentielle  dss  dt  l'abfciffe;    il  efl 
clair  qu'on  aura   la   féconde  partie    de  la  différentielle 
cherchée  •    Or  fl  on  différentie  ^^  en  ne  fuppofànt  que 
«  de  variable,  le  coefficient  de  la  différentielle  da  c- 

tant, 
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tant)  après   la  difTérentiation ,     da   ^  ^^  ^^  P^  ^^ 

âlfférenmticms  précédentes ,  que  la  féconde  différentielle 

chercfiéè  fera  S.^^'j^i^^dn^da.   Mais^  comme  la  quan- 

tité  dont  on  &it -Varier  le  paramètre  ell  la  m^e  dan» 
la  même  courbe,  il  eft  clair  que  day  qui  eft  variable 
pax  rapport  a  la  première  Parde  de  la  difi&entielle  y 
km  confiante  dans  la  féconde,  &  par  confequent  oa 
pourra  le  mettre  hors  du  figne  d'int^gradoa,  ce  qui 

changera  rexprefTK»  rarecedente  en  celle-cy ,  da*  S 


Donc  la  ^ffêrentielle   totale   de  S*  Ad  m  eft  Adjt 

âa.  S.    ^J  àx .     Cette   demonibation   ne  peut  avoir 

aucune  difficulté ,  fi  on  la  compare  avec  les  exemples 
précédents  » 

On  pourroit  auffi  démontrer  ce  Lemme  cTune  au» 
tre  manière.  Suppofons  M  une  fonction  de  n^  de  / 
&  de  coûtantes.  &  (bit  ^i m  la  différentielle  de  cette 
ibnâion,  dans  la  fuppofidon  de  /  confiante.  Si  on 
veut  avoir  la  différentielle  totale,  on  fuppofera  quelle 

dA iB 


foit  Ad»-¥Edy.    Or  B  dât  ^tre  tel  que 

(xxvii.).  Donc<iB=~</;»,  &  en  intégrant  danslafup- 

po/Ition  de  »  feule  variable,  on  aura  B^S.'^dny 
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&  Bd/=id/S.^JM.  Mais  ^/«  cft  la  différentiel- 
le de  M,  en  rq;aniant  «  feule  comme  vatiable .  Donc  la 
différentielle  totale  Ada-^Bdf^r^Adis^^d/S.^dM, 
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TREOB.EME.  tJ*  Adn-JhBdy  étant  une  quantité 
^iS^rentieile  du  pranîer  ordre  a  deux  variables  »  &  /, 
dans  hquelle  A  8c  B  fbnt  des  fon£lions  de  ces  deux 
variables,  8c  de  condantes;^  cette  différentielle  ne  peut 

être  exa^le,.  a  mdos  qu'on  n'ait  l'équation      \'  =s 

V-jjp;  &y  fi  on  a^  cette  équation,  la  différentielle  -/^i/^ 

•^Bdy  fera  exa£le« 

2t*  Adn-^Bdy-^Cd^  étant  une  différentielle 
du  peemier  ordre  a  trois  variables  « ,  /  >  % ,  dans  la- 
quelle A^  By  C  reprefentent  des  fondions  compofées 
de  ces  mêmes  variables,  &  de  confiantes,  cette  diffé- 
rentielle ne  peut  être  exa£le,  a  moins  qu'on  n'ait  ces 

(dA)  (dB)      (dA)  (dC)      (dB) 

trois  équations  1^  =  1^^,  L^=^L^^  1^=:: 

j     ,  &  fi  on  a  ces  trois  équations,   la  différentielle 
Ad ^-^B  d/  "i-C d «,  fera  complette. 


3.°  Adx'-^Bd/'^Cdz'+Ddif'^&e,  étant  une 
quantité  différentielle  du  premier  ordre*  a  tant  de  va« 
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liabies  ^^fj^^^^  ^&  ^uon  voiidni.y  ihns  b<^aeUs 
if^jB^C^D,  <!b'^  repre/entâit  des  foa£tions  compoTées 
^  ces  méxnes  variables.  Se  de  confiantes;  cette  ififfî» 
rendfiUe  ne  peut  être  complette^  a  mains  ^ne  dem  da 
fa  tenues  t^uelconqQes  pris  a  volonté  ne  faflènt  ton* 
jours  ime  différentielle  exade,  en  ne  regardant  comme 
variables,  que  ies  deux  fènles  quantité,  dont  les  di£- 
i&ientieiles  (e  trouvent  dans  ces  deux  termes  ^  en  ibrte 

quon  ait  autant   dequaticxis,  comme  ^-^—^  =:  ^^  , 

^3^  =  ^^  ,  &c, ,  qu'à  y  a  de  manières  «le  combi* 

ner  les  lettres,  ou  foii£UoDs  AyB,CyDy&c.  deux  a 
deux;  &  lorfque  ces  équations  auront  lieu,  la  différent 
ôeRe   Adti'^Bd/ -^Cdx-^Ddu-^&c*    fera    com- 

< 

plette . 

Kous  avons  démontré  (Part.  L  Chap*  L)  la  pre- 
mière partie  de  chacun  des  cas  de  ce  Théorème  ;  &  la 
féconde  partie,  qui  eft  l'inverfe  de  la  première  efl  ren- 
fermée  dans  le  Lemme  précèdent. 
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Problème.  Une  quantité  dîfiférentî^e quelconque 
du  premier  ordre  a  tant  de  variables  -qu'on  voudra, 
«tant  propotée,  trouver  fi  elle  eft  cémplette,  &,  lors- 
qu'elle sA  €xa£le,  tronvei:  fon  intégrale. 


7f         £lem£N$  bu  CAtcuL  inte'gral 

Solution  •  On  cherchera  d'abord  fi  la  diff^ren  tiel^* 
le  propose  fournît  tontes  les  équations,  qui  doivent 
avoir  lieu  poor  la  rendre  complette ,  fuivant  le  Théorè- 
me précèdent.  Si  elle  ne  donne  point  ces  équations ^ 
on  Fabandonnera  ;  fi  elle  les  donne ,  on  trouvera  fba 
intégrale  algébrique,  ou  dépendante  des  quadratures  par 
la  méthode  fuivante ,  que  nous  avons  démontrée  (  Part.  L 
Ghap.  L  )  • 

Soit  Adn^^Bdf-^Cdx^^Ddu^^&c.  la  quan^ 
tité  différentielle  propofée,  qu'on  fiippofe  complette.  On 
prendra  (  par  la  Première  Partie  de  ces  Elemens  )  Tin^ 
té^rale  S.  Adn  du  premier  terme  Adn^  en  ne  fuppofànt 
de  variable,  que  ir,  &  en  regardant  comme  confiantes 
toutes  les  autres  variables  f^  % ,  u^  &c. ,  qui  peuvent 
fe  trouver  dans  la  fonélicm  A.    Enfuite  on  prendra  de 
même  l'intégrale  S.Bdy  du  fécond  terme  Bdy^  en  ne 
fuppolant  que  /  de  variable ,  &  traitant  toutes  les  au- 
tres quantités  comme  confiantes  dans  la  fonélion  JB;   Se 
on  rejettera  de  cette  intégrale  S.Bd/   tous  les  termes 
qui  fe  trouvent  déjà  dans  l'intégrale   S.  Ad  m  y  &   on 
ajoutera  le   refte  R   a  l'intégrale  S.  Ad  » ,   pour  avoir 
la    fomme    S.Adx-^R.     On    continuera   a    prendre 
de    la    même    manière   l'intégrale  S.  Cd%  y    en    trai- 
tant feulement  %  comme  variable,  &  toutes  les   autres 
comme  confiantes  ;   on   rejettera  encore  de  cette  inté- 
grale S.Cdx  tous  les  termes  qtii>  fe  trouvent  déjà  dans 
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tint^gnle  tronvée  S.^^x-vR,  &  on  ajoutera  le  re« 
fte  qne  nous  defigaerons  par  X  a  Tint^grale  trouvée 
S.  Adtf^^R^  pour  avoir  S.AJh^^R-^K.  Ayant 
pm  ainfi  Yvaxe  après  Tautre  les  intégrales  de  tous  les 
termes  de  la  quantité  différentielle  propofife  ,  on  aura 
fon  intégrale  exaâe,  a  laquelle  on  pourra  ajouter  une 
conftante.  On  s'aflùrera  qu'on  ne  seft  point  trompé 
dans  rint^ratîon  en  différentiant  Tint^rale  trouvée,  & 
en  comparant  la  diflSIrentielle  avec  la  ^ropoCéty  a  la- 
quelle elle  doit  être  égale.  Au  refte  on  voit  hien 
qu'on  peut  commencer  &  continueir  rint^gradon  paf 
quel  terme  on  voudra,  &  qu'on  doit  choifir  les  termes 
les  plus  commodes  pour  le  calcul. 

On  peur  encore  abreger  qoeiquefeis  le  calcul  en 
opérant  de  cette  manière»  On  prend  d'abord  l'intégra- 
le S.  ^^n  du  premier  terme,  comme  nous  venons  de 
le  dire;  enfuite,  au  lieu  de  prendre  llûtégrale  S.  Bd/ 
du  (ècond  terme,  on  difiérentie  l'intégrale  trouvés 
S.Aàn  en  ne  fuppolknt  que  /  de  variable,  on  6te  cet^ 
te  différentielle  du  fécond  terme  jB^/,  &,  s'il  refte 
quelque  chofe,  on  prend  l'intégrale  de  ce  refte  dans  la 
même  fuppofition,  que  /  feule  foit  variable,  &  defi- 
goant  cette  intégrale  par  <R,  on  l'ajoute  a  la  première 
intégrale  S.Aân^  ^ur  avoir  la  fomme  S.Adx-^Ry 
comme  dans  la  première  méthode.  Après  cela,  au  lieu 
de  prendre  l'intégrale  S.Cdz  du  troiiieme  terme  dans 


U   'T 
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la  fuppc^itioR  que  la  feiès  %  foit  \rarial>le ,  oa  difiërâïi- 
tie  la  fomme  S.Ad^^^R  dans  la  mèmt  fuppofuion^ 
cm  Àce  cette  différentielle  du  troifieme  terme  Cdx^  8c 
s'il  nO»  quelque  chofè^  on  prend  l'intégrale  de  ce  re^ 
fie,  encore  dans  la  même  fuppofition  de  %  feule  varia- 
ble, &  defignant  cette  intégrale  par  R\  on  Tajoute  a 
la  première  fomme  S.AdtS'-^R^  pour  avoir  la  fecon* 
èo  fomme  S.AdM^-^R-^Rl.  On  continue  de  la  même 
manierçy  jufijua  ce  qu'on  foit  parvenu  au  dernier  ter-* 
me  de  la  quantité  difTérentielle  propofée;  &  la  demie* 
ffe  fomme  qu'on  trouve  eft  l'intégrale  cherchée,  a  la- 
quelle on  peut  ajouta  une  confiante.  Nous  avons  déjà 
donné  quelques  exemples  de  ce  Problème  dans  la  pre* 
miere  partie,  auxquels  nous  en  ajouterons  icy  plufîeurs 
autres,  comme  en  leur  propre  lieu. 

Exemple  L  On  propofe   la  quantité  différentielle 
Md/'^ay  dx-^ibMdM^^iCfdf^zÇaf-^ib^jdêc 
*P  (tf*-+-2t*/)i//===^^^-+Ti//,  en  faifant  A^=.ay 

^bpcy  &  B^^^aM-^icf .  La  différentielle  de  A  y  en 
fuppofant  «  confiante,  &  y  variable,  efl  adfy  par  con- 

fequent  ^-5—^=^1;  la  différentielle  de  JB,  en  fuppofant 

/  confiante,   &    n  variable,  efl  adM  par  confequent 

^^=^a.  Donc  i^=zi^,  &  la  différentieUe  pro- 
pofée  eft  Gomplette*  Vuxtéffak  du  premier  terme  Ad^^ 
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«i  fup^iaiit/  coaftante,  &  »  vadiabie,  eft  ^r^ x-^An^; 
celle  du  fécond  tenne  Bdf;  en  fuppofant  m  coiiftante, 
&/  variable,  eft  ^V-+-^//,  dont  il  faut  rejetter 
gnjifj  qitt  fe  txomre:  déjà  dans  llnt^rale  du  premier 
terme  S.Adn.  L'intégrale  cherchée  fera  donc  a^n^^ 
hxn^j^cyy^  qui  eft  exa£le,  pmfquen  la  différentiant^ 
on  retrouve  hc  diflârentiellc  propofée» 

Ob  trouve  la  même  iut^rale  par  k  ifeconde  mg^ 
tkode  •  Car  en  dificrentiant  Tint^rale  5*.  Ad  m  y  Qiàaym 
^^bxHy  dans  la  ruppofition  que/  feule  (bit  variable , 
on  a  la  difiëreatielle  ^wdy^  qui,  étant  ètée  dt  B^/, 
ou  de  andy -^zcydy^  laifle  pour  refte  icydy^  dont 
fintégrale  eft  cyy\  par  confequent  Tintégrale  de  la  dif- 
férentielle propofée  eft  dtf»-^¥^hnH^¥cyyy  comme  par 
l'autre  méthode. 

Ex.iE.MPLE  II.   La   quantité    difTérentîelle   propofée 

^r=:  ^^"**^      &  B=-      ^-l"^^   ^  .  Oa  trouve  d'abord 

que  cette  différentielle  eft  exa£le,  par  ce  qu'elle  donno* 
Fequatroor  ~— '•  :^  ^-p^  •   L'intégi^îe  S.Adn^  e&  fup- 

poiânt  r  conftaate  «  8c  «  variable  v  eft  --^ —  ,    &  ea 
foppdânc  4(  coaftaato-r  &  /^  vamblc,  l'ituégiale  S,^Bdy 
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cft  aufli  7]—^;^ >  quon  doit  rejetter,  par  ce  quelle  eft 
la  même  que  celle  du  premier  terme  S.Adpt.  Donc 
Tintégrale  cherchée  eft  ^^^  par  la  première  méthode; 
Far  la  féconde  méthode.  En  difiërentiaat  Tintégrar 
le  S^  A  dit  y  ou  *^^  dans  la  fuppofitîon  de  y  vark* 
ble,  &  de  «p  confiante^  on  trouve  ia  difTéremieUe  =:: 
-  *''^  ^  ■  la  hiéme  que  Bdy^  cTou  Ton  condut  que 
riat^ole   entlero  de    la  diHëreatielle    propofée   efl 

»»"♦•//  * 

Exemple  III.    Oa  propofê  la  dîfl^reatîelle  dy  X 


^"**«7=Ht«>  &  B=£.i».    On  trouve  que  fequation 


j-^=si^^j^  a  Keu,  &  par  confequent  que  la  difF^- 


rentielle  eft  completter    Llotégrale  S,  Ad  m  du  premier 
ternie,  en  ne  fuppolànt  que  »  variable,  eA  yL^tt 


5'.jf3j:7j==/I»«f-+N,    N  étant  un  arc  de  cercle, 

dont  le  rayon  eft  4,  &  la  tangente  m.    L'intégrale 
S.  B  à  y  du  fécond  terme  prifê  dans  la  (ùppodtion  de  m 
caftante,  ^  de  ^  vanabie  eft  /XiX^  qu'on  doit  rejet- 
fer, 
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ttfy  -par  ce  (Qu'elle  Ce  trouve  déjà  dans  l'iat^grale  S.Adn* 
ï}onc  Tintégrale  cherchée  e/è  /'X.m-4-N.  On  trouva 
I9  mélme  iot^rale  par  la  /«conde  t^ethodc, 

£x£MPL£  IV.    Différentielle   propo/ifie 

^  * 

■ 

çn  feiraiit^=|,  B=:^^iéj,\  Cz=:— f^;  on 
kouve  les  trois  équations  .^^=^=i^,  -^=5 

*- «  —^^TT"»  '^  '-7^=-^Tr==-7r''  LadiffifreiH 
tielle  propolSe  eft  donc  con^lecte.  L'int^gnde  &^Ad)i^ 
en    {uppokàt  /  ^  »  coaihates ,    eft  ^  j   Tintégnile 

S.Bdyty  en  n&fuppo^t  ^ue/  variable,  eft  ^-^ay^j 


dont  il  faut  tùjtttet  ^,  qui  /e  trouve  dejia  dans  Tin» 
tégrale  S.Adx^  &  écrire  la  (bmme  ■^-4-4^^.  Enfîa 
fintégrale  S.Cdx^  dans  la  fuppofition  que  «  lêule  foit 
variable,  eft  î^,  qu'il  faiit  encore  rejetter,  &  marquer 
pour  l'intégrale  entière  ^•h-<*>'^. 

On  la  trouve   de  même  par  la  feconde  méthode.. 
Car  fi  on  différcntie  l'int^ale  S.  Ad  te  ^  o\x  ^  en  ne 


r^ 
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ùxCznt  varier  que  /,  oa  aura  ^,  qtfon  6te  deBd/; 


ou  de  ^^ -4- 3 4/* i// :    il  refte  ia/*dfy  dont  ïmé» 
grale   eft  a/^j  quoa  ajoute   a  la  première   intégrale 


trouvée  S.Adx^  ou  -^,  la  fomme  eft  ~"— »*^/  •  On 
^différcntie  cette  fomme  ^  dans  la  fuppofitîon  que  z  feu* 
le  (bit  variable^  on  trouve  -^~r^>  quon  ôte  de 


C^%)  &  par  ce  qu'il  ne  refte  rien,  en  marque 


z 


0/^  pour  rint^rale  cherchée. 

Exemple  V.  On  propofè'Ia  différentielle  a  qua- 
tre variables  azdx'^^a^dpS'^bzdf'^icfdf^^axdTi 
'-¥bfd%'^u'^d%--¥i%udu'^lt^du=zAdH-^Bd^ 
Cdz'-^Dduy   en   fuppofànt   A:=r:a%'^i9i^ ^B=zbz 


2cj^yC=:aM'-^b/^'^uUyD=z2zu'-^^u^  ;    on   trouve 


les  fix  equauons  ^-3 — -=0"^ -^^   >^ — -=s^r=^  ^^  m 

(^^) JdP)      (dB)_f_(dC)      jdB) 


^D)      (JC) (dP 


2 — ^,  ^"j~=;zi»=^^  ■^;  d'où  Ton   conclut  que  la 
différentielle  propofée  eft  exafte.   Pour  en  trouver  l'inr 
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tégrzlc  par  la  première  méthode  ^  on  prendra  Tint^rale 
du  premier  terme  Aân^  en  fuppofant  x  feule  variable, 
&  toutes  les  autres  confiantes,  &  Ton  aura  S.Adxz=: 

m 

mxx'-^m  .  On  trouvera,  en  fuppofant  /  feule  variable 

dans  B^  que  S*B(//=*«/-*-r/*;  &  que  S.Cdz^rz 
^nt;  — v-&7^-4«Mf«%,  en  fuppofant  la  feule  %  variable 
dans  Cdz;  on  rejettera  de  S.CJz  les  termes  iixs-4- 
i^j^Xy  qui  fè  trouvent  déjà  dans  les  premières  intégrales 

S.Adx-^S.Bdy  y   Se  on   ajoutera  le  refte   u^z  aux 


autres  intégrales,  pour  avoir  la  fbmme  azx'^n^^^bzy 

^^cy^^^-u^z.  Enfin  en  fuppofant  que  u  feule  (bit  va- 
riable dans  le  dernier   terme  Dduy  on  trouve  S.Ddu 

zuu-^u  ,  dont  il  faut  re/etter  le  Terme  zuu  qui 


fe  trouve  dans  les  int^rales  précédentes^  &  on  aura 
pour  rintégrale  cherchée  la  fomme  azx-^n  ^^bzy 


cy^-^u^z^^u^j  qui  ell  exafte;  puifqu'en  la  différen- 
tiant,  on  retrouve  la  différentielle  propofée* 

On  trouve  la  même  intégrale  par  la  féconde  me- 
thode.  Car  dans  la  fuppofition,  que  la  feule  x  foit  va- 

riable,  on  trouve  S.Adx'=^azx'^x^y  dont  la  diffé- 
rentielle, en  faifànt  varier  la  feule/,  efl  zéro*  L'inté- 
grale  S.Bdfy  dans   la  fuppofition   que  la  feule  /  foit 

variable,   efl   hzy^^cy^ .    En   différentiant    la  fomme 
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4«*— 1-»*-+-^«/— 4-ci'*,  ne  failànc  varier  que  as,  on   3 

■ 

la  dififérentielle  aadx^^bf  d%y  quon  6te  de  Cdz^  où 
de  aitd»-¥byd%-^u*d%',  il  refte  i»*^«,  dont  Tinté- 

^ralC)  dans  la  ruppofition  de  %  feule  variable,  efl:  u^^j 
quon  ajoute  a  la  femme  déjà  trouvée ,  pour  avoir   la 


féconde  femme  4J5X— i-*^— ♦•^^/-♦•r/*-+-i#*«.  On  dif- 
férentie  cette  fbmme  en  fuppofant  tout  confiant,  excepté 
»;  &  on  trouve  la  différentielle  zzuduy  quon    retraor 

che  de  DJuy  ou  de  izudu'^^u^du;    le   refle    efl 


^u^duy  dont  rintégrale  u^^  étant  ajoutée  a  la  féconde 

(bmjne,  donne   pour  l'intégrale  cherchée,  iiss«-+-M^-4« 

i«/-4-r;'*-^-»*«— M*^,  telle  qu'on  l'avoit   trouvée  par 
la  première  méthode. 

ccexxxiv. 

Il  efl  évident  qu'on  peut  toujours  intégrer  par  les 
méthodes  du  Problème  précèdent  l'équation  différentiel- 
le quelconque  du  premier  ordre  Adx-^Bd^-^Cdz-^ 
Ddu'^&c»'=zoy  lorfque  la  quantité  différentielle  Adx 
^Bdf^^Cdz^-^Ddu-^&c.y  qui  efl  égale  a  zéro,' 
efl  une  différentielle  exacle ,  ou  qu'elle  fournit  les  equa- 


tions 


^ 


M     >      dz     ""*      dx    >      dm      ""*      dx 


I 
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ÔV.,  ^ui  font  neceffaires  pour  la  rendre  complette  • 
Mais,  fi  elle  ne  donne  pas  ces  équations,  ou  fi  elle 
Beft  pas  complette,  lorfqu'on  ne  la  confidere  pas  com- 
me égale  a  zéro;  on  n'en  doit  pas  conclure  qu'elle  na 
point  d'intégrale  exaéle,  &  en  termes  finis,  loriqu'clle 
eft  ea  forme  d'equadon,  ou  quon  la  confidere  comme 
égale  a  zéro.  Car  il  pourroit  fe  fiûre  ( Art.  cccxxviii.) 
^u^eiie  eût  perdu  après  la  dlfiR^rentiation  un  fiiâeur  var* 
rîable^  que  nous  <lefignerons  par  Jlf ,  de  (brte  que ,  fi 
'ea  retrouvoic  ce  £i£leur,  ic  qu'on  letablit  la  diffîrea> 
tielle  par  la  multiplication  a  la  forme  MAdtc+MBiiy 

I 

'■+MCà»-*-MDdu-^Cfc,=zo,  qu^elle  ivcit  avant 
qu'on  l'eût  divifi^  par  M,  elle  devlendroit  une  différent 
tielle  complerte  d'une  f<m£tion  finie  V  compof^e  des  va» 
nables  «,/,«,»,Ô'<:.,  &   de  confiantes;   îk  pour  lorâ 

elle  donnctoU  les  équations  ^^^  =  ^^ ,  i±^ 

, (d.MC)      (J.MA)        (J.MD)      y^  .    r  J 

=  Sr-  >  St-  =  -TlH  >  ^^-  >  q»»  font  n«cef. 
làires  pour  quelle  ibit  complette,  &  on  auroit  MAdk 


cccxxxv. 

Soit  propoTée,  par  exemple,  l'équation difTérentlel-* 
le  2adn-—%bydx'^hmdf:zzo,  0\iAdM~k-Bd/  =  <r^ 
en  fiippoiant  A^=.%a — 2^/,  &  JB== — >«;  par  coa^ 
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fequent  ^i2=:-.2^   &    li|i=:— ^,   ce  qui    Ut 

voir  que  la  difFérentîelIe  laJx  —  zbj^dx — bxdy^  ou 
uldx^^Bdf  n'eft  point  exafte.  Neantmoins  on  ne  doit 
pas  conclure  de  la  que  Tequation  Adx^^Bdfznzo  ne 
puifle  pas  acquérir  une  forme  qui  la  rende  intégrable  y 
en  multipliant  tous  les  termes  par  un  fafteur  variable 
M^  &  en  larcduifant  alaforme  M-^^;tf-t-AfB^^  =  a, 
Mais  fuppofé  que  MAdx^^MBdf  foit  une  diffé- 
rentielle  complette  y    on    aura    Tequatioa  ^^^^^^  =; 

' — jj-^  ;^   ou  )   ce    qui   revient  au  même  y      j     ' 

AiàM) 


^ ^ ig^  =  o;  equaaon  qui  fera 

d^une  grande  utilité  pour  déterminer  le  fàéleur  Af.  Car 
la  difficulté  eft  réduite  a  prendre  pour  M  une  fonflion 
des  variables  if>  JK>  &  de  confiantes  aflez  générale^  & 
avec  des  expoians  &  des  coefficiens  indéterminés^  pour 
que  cette  fon£lion  étant  fubflituée  au  lieu  de  M  dans 
l'equatîon  que  nous  venons  de  trouver^  elle  en  ÙLik 
evanoiiir  |ous  les  termes  homologues  y  8c  fournifle  des 
équations  particulières  pour  déterminer  les  expofàns  & 
les  coefficiens  indéterminés  • 

Prenons  .pour  M  dans  nôtre  exemple  la  fon£lion 

pT/^  avec  les  expofàns  indéterminés  m  8c  ny  nous  au- 

^•vu^c    (^^O fn.M—X      iiMl^^J^jn^i      M(dA) 


-î— î*#iV>  ^  ^-^71^=:— *»»/*-.     Donc    IV 

deviendra     -«  i*»"/-*-! /f »«"/""'  — »***">" 

bmyit*''^%an»'/''^:=s9^  &  égalant  »  zçro  tout 
Iks  termes  homologues,  on  aura  ces  deux  équations  tr» 
^«-*^^ff-fÂm=0)  &  2  48=0,  ce  qui  donne  ff=oî 

&  m = I  ;  donc  le  £i£leur  M=:«*/*=  «»  ;  ainfi  f  équa- 
tion complette  fera  2/i«</«— *a^/4»</««-«^«*^/=o,  & 
en  prenant  les  intégrales  de  part  &  d'autre,  on  aur^ 
a»*  —  b»*y=C  con/bnte. 

Si  on  avoic  Tequation  diffifrentîellc  a/Jn^h^MJ/j 
qu  on  voit  par  les  méthodes  précédentes  n'être  pas  corn* 
plette,  on  trouveroit  par  le  même  calcul  que  cy-devant 

le  £i£leur  M=:x'y^=:^y  &  la  dififérentielle  complet* 
te,  en  retablifOint  le  £i£leur  qui  avait  di^aru  par  U 


multiplication ,  deviendroit —  —  — r-  — —  | 

doDt  Tint^rale  exaâe  eft  aL,it'^hL./szL.z!'f  ,  Moui 
avons  rapporté  brièvement  ces-  exemples  aifés  de  deux 
ââeurs,  dont  r^in  avoit  ^i^pani  p^  la  diviTion,  j'autrt 
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r  la  mvtltiptkation .  Mais  nous  allons  «ckircîi:  cettô 
jnethQ(î&  importante  dans  ta  fiuté  de  ce  Qiapître  » 

r 

'  '        eecxxxvL 

., .  Suf^ofé  que  dans  Tequation  dlffâreatiellc  a  trois 
variables  JÎdH^*-Bd/-~i'Cd%=zoy  la  quantité  yf</»-4^ 
Bd/^^CJz  ne  foit  pas  une  différentielle  complette^ 
&  qu  on  veiiille  h  rendre  exa£{e  ^  en  la  multipliant  par 
tm  £i£lettr  variable  M;  en  regardant  la  chofè- comme 
^it«,  la  différentielle  MAJx-^MBd/^MCdz  fer* 
exaâe  y   &  donnera  par   eonfequent  les  trois  équations 

id.MA)  (d. MB)      iJ.MA)  (d.MC)        (J.MB)    

:     djr       ""^        d'M      >        dz  d.»       >         dz        ""^ 

^    .     '^  ^  OU  ks  trois  {iûvantes 


df 


AjdM)  M(dA)         B(d.M)         MÇdB) 

,  dj^       ■*       dj  dx  d» 


tt 


IIL 


BfdMf 


Par  la  première  de  ces  trois   équations  on  trouve 

CdM):_B(dMl         M(dB)      _  M(dA)  .  .  j. 

dp    Adx     •*^     Adx  Ad  y     >    P*'    ^    troiue- 

jne  equatton  on  a  -^-jj-  =-br -*--p7^ ^37^» 
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,,  I,  .  CB(dM) 

iou     Ion     tire     — ]^^ 

ABidW)         AM(JB)  AM(dC)  i    r  i 

— jl H  — Ji 3^ —  ;  par  la  féconde  équation 

on  a  -77-=   i^,    -+  -cTÎ cfST-'; en fubftituant 

cette   valeur  de  —77^  dans  l'équation   précédente    oa 

AB(JM)      .    BMCdA)  BAt(dC\  CM(dB\ 

trouve  — ^y^ 1— -7^ ?7-^-*-       A 

CM(«/.i<)  ifg(</M)  ^M(rfB)  ifM(^C) 

""■       dj        —        71  '         Tz.       "^        df        »     ^^ 

retranchant  de  cot^  &  d'autre  le  terme       ^^    f  ,  oa 

SM(dA)  BMjdC)  CMCdB)  CMjdA)  

dz  dx  d*         """         dj         "~~ 

— 7^ 7- ;    &   en  divilant    par  Jlf  qui  fe 

trouve  dans   tous  les   termes  y    on  aura  l'equatioa  de 

j.  .  B(de)  CfdB)  A(dB)  B(dA) 

condition  — ^ — ^j — -  -4 — n — -  —     \,  ^  — 

dx  dx  dz  dz 

— V 1 — ^ — '^Oy  qui  fait  connoître   la  relation 

que  les  fonftions   A  y  B,  C  doivent  avoir  entr  elles, 

afin  que  la  propofée  Adx-~¥Bdf-^Cd%:=io   foit  in- 

tégrable  ;    car  autrement   il  fera  impoflible   de  trouver 

le  £i£leviT  M,  qui   la  rende  intégrable.    On  voit  par 

là  qu  j'i  y  a  une  infinité  d'équations  différentielles  a  trois 

D 
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variables  )  qui  ne  peuvent  provenir  de  Ja  difFérentîation 
d'aucune  équation  •  en  termes  finis  y  &  qu'il  ne  faut  pas 
entreprendre  d'intégrer. 


CCCXXXVII- 

Lors  donc  qu'on  fe  propofe  d'intégrer  une  équa- 
tion différentielle  quelconque  a  trois  variables  ^^x— i- 
Bdf^^Cd%'=^Oj  il  faut  commencer  par   examiner  (l 

elle  donne  les  trois  équations  ^■^— ^  =  ^^^  ^  ^  ^  ^  ^  ■  =;; 

^-j^,  ^^^  '  =  \/      i  fi  elle  les  donne,   on  l'intégrera 

par  le  Problème  précèdent;  fi  elle  ne  les  donne  point, 
on   examinera  fi    elle    fournit   l'équation    de    condition 

'  dx       '      dx    ""^^^'^^î   ^   fi    cette    équation    n'a 


point  lieu,  on  abandonnera  la  propofée  comme  impolTi*» 
ble;  mais  fi  l'équation  de  condition  a  lieu,  on  cher- 
chera le  fa£leur  variable  M  par   la    méthode   des  inde* 

terminées    au    moyen    des    trois    équations   ■  '^      = 

{^d.MB)      (d.MA) (d.MC)      (d.MB) (d.MC) 

dx      >  ""^dl      — ^^7i       '        dz      —      d}      • 

CCCXXXVIII. 

De  m^me  lorfqu  on  fe  propofe  d'intégrer  une  équa- 
tion différentielle  a    tant    de   variables    qu'on    voudra 
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d'abord  examiner^   comme  dans  le  Problème  précèdent^ 
fi  la    différeatielle   jfdx^Bdf^Cdz-^&c.  eft  exa- 
BiCy  Se  alors  rint^rer  par  Time  ou  1  autre  méthode  da 
même    Problème.  Si   elle  neft   point  complette^  pour 
fçavolr  d  elle  pourra  le  devenir  par  la  multiplication 
d'un  fa£leur  variable  Af^  on  fuppofera   la  chofe  faite, 
ou   que  la  différentielle  MAdx-^MBd/^^MCdz-^ 
MDdu^&c.  eft  exaae.  Il  eft  évident  par  le  Problè- 
me précèdent,  que  dans  cette  Tuppolitioa  toutes  les  dif- 
férentielles de  trois  termes  MAdx'+MBd/'^MCdz; 
MAdx^i-MBd/^^MDdu;  (Te. y  qu*on  peut   former 
en   prenant    trois   termes   quelconques   dans   Fequatioa 
propofée ,  Se  multipliés  par  M  leront    des  différentielles 
complettes,   pourvu  qu'on  y   fuppofe  conftantes   toutes 
les  lettres,  excepté  les  trois  dont  les  différentielles  Çmt 
dans   CCS  trois  termes.   Donc   (Art.   cccxxxvl)   on 
aura  autant  d'équations  de  condition  de  la  même  na* 

ture   que  -j-^ j^ H— r^ 3^ jj- 

^^c^£)_^^^  qa'il  y  a   de   manières   de   prendre   les 

lettres  ou  fondions  AyByCyDyEy  &c.  trois  a  trois; 
&  fi  l'équation  différentielle  propofée  Adx^^Bd/^* 
Cdz-^Dd u-^^E d $'^&c.=zo y  ne  donne  point  tott* 
tes  ces  equatioQS  de  condition,  il  fera  impoffible  de 
trouver    Je    fafteur   Jlf ,    &    il    faudra    l'abandonner . 
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Maïs   (i   toutes   les  équations    de   condition  ont   lieu  ^ 
on   cherchera  M  par  la  méthode  des  indéterminées-  au 

moyen   des  équations        ^       -=     j^      ,      ^     f  =z 


itLMC) 

~7ï 


,  &c. 


CCCXXXIX. 


Il  ne  fera   cependant  pas  necefTaire  d'examiner  Q 
toutes   les    équations    de  condition    comme     ^^  ^'  -^ 

■■^^      -+  &c,  =0   ont   lieu ,    par   ce    que    quelques 

unes  de  ces  équations  fuivent  toujours  des  autres^  en 
forte  qu  ayant  vérifié  celles-cy,  on  eft  /ùr  de  celles  qui 
xi*en  font  que  des  confequences .  Pour  le  faire  voir ,  pre- 
nons Tcquation  a  quatre  variables  Ads^^-^Bdf^-^C dTi 
m^Ddu'=2o^  qui  par  la  combinaifon  des  quatre  lettres 
JfyByC^Dy  douuc  Içs  quatre  équations  de  condition 
jfuivantes  « 

T  ^      BidC)  CCdB)  A(dB)  B(dA) 

— V — -^    \    ^  ==Q,  qui  eft  tirée  de  lequatiou  jfdit 


T^Bdjf^¥Cd%:=^o. 

T^    ^(te      ^(^^)  D(^B)      ,    A{dB)  B(dA) 


II.  Partie*    Chap.  Z  ip 

éii^.^ — L — }  =:50j  qui  vient  de  Xci^uaLtion.  Adtê 

•^    i*  4»  rf»  dit  du 


—23 — ^-* — ij— ^=0,  qui   vient  de  lec^uation  Ad 4 


dz  dz 

Cdz-^Dduz=o. 


li^^2(^=:o^  tirée  de  Tequatioa  B^/-»-Crf« 


Or  il  eft  aifé  de  voir  que,  fi  Ton  prend  a  volon- 
té trois  de  ces  équations  de  condition,  la  quatrième 
en  fera  neceflairement  une  fuite  ^  Prenant,  par  exe  m* 
p\e,  les  trois  premières,  on  aura  par  la  première 

(JA)  A(dC)         B(dA)  A(dB)  jdB)  B{dC) 

dy     Cdy     "*     Cdz  Cdz  dx  Cdsc^ 

on  aura  par  la  féconde 

A(dD)      .    B(dA)  A(dB) 

"~      Dd/     ^       Ddu  Ddu 

j,       o         .       DA{dC)      .    DB(dA) 

dou  Ion  tire — JJ^^^     dz 

, CAjdD)  CB(d4)  CAjdB)  CB(dD) 

""^         dy  ~  d»         ^  dn  d»         > 

BC(dD)  BD(dC) CA(dD) 

dn         ""^        d%        ""^ 


•■ 
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CA(JB)  DBjdA)      .    DA{dB) 


du  'TT^^   '  dz      '     En   multipliant 

tous  les  termes  de  la  troifieme  équation  de  cooditioii 
par  By  on  aura 

BC(dD)       .BD(dC)         BA(dC)         BCjdA)         BAjdP) 
dx  dx  4»  49        "^        du 

BDCdA) 

""^        Jz        ""^    * 

ou 

BC(dD)         BD(dC)  BC(JA)  BA(dC)  BAjdP) 

dx        ""^         dM        "^        dtê        "^        dtt        *"^        dz 

BD(dA) 

on  aura  donc  l'équation 

CAÇ^dP)        DA(dC)        CB(dA)        CAfdB)        DS(dAy 

ày  '  4y  dm  du        "*^        dz 

pA(dB)  BC(dA)         BA(dC)  BA.jdP) BD(^dA) 

dz         ■"*■         dm        "^        du       *■**         <^«  dz 

OU 

CAjdD)  DA(dC)  ^^CA(dB)  DA(dB)  ^_^ 

dy  dy  dm  dz        —  ■"*■ 


« 


BA(dC)     ^BA(dD) 

«I»  dz 

OU  en  diviiànt  par  ^,  &  rangeant  Us  termes 

C(</D)         fl(i/C)      .    B(dC)         CÇdB)         B^dD) 

li^  4/  «»  tf»  ^« 

-^7^  =a,  ^tti  dl  la  quatrième  équation   de  cotSr 
dition<» 
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CCCXL- 

Donc  lor^uV»  voudra  Içavoir  fi  Tintégratioii  d'une 
équation  difTérentielle  a  quatre  variables  eft  pofTible  •  Il 
ne  faudra  examiner  que  trois  des  équations  de  condî* 
tioQ  qu'elle  donne.  On  prouve  de  la  même  manière 
que  des  dix  équations  de  condition  que  donne  une 
équation  diffifrentielle  a  cinq  variables^  il  fuffira  d'en 
vérifier  fix^  pour  déterminer  fi  Tequation  différentielle 
propol^e  eft  poflible;  que  des  vingt  équations  de  côn* 
dition  que  donne  une  équation  difTérentielle  a  fix  va* 
riables.  Il  fiiffira  d'en  examiner  dix,  &  en  genend  on 
trouve  que,  le  nombre  des  variables  étant  n^  le  nom* 

bre  des  équations  de  condition  nece&lres  eil  "—^-^ 


CCCXLL 

Lorsqu'on  aura  trouvé  que  Fequation  différendelle 
propofée  ^i/i¥-4-Bi//-*-C^«-+-(îrc.=o  eft  poflible^ 
ou  qu'elle  donne  toutes  les  équations  de  condition  ne* 
cefËdres,  pour  quêtant  multipliée  par  un  ^eur  variai 
ble  M,  elle  puifle  devenir  une  différentielle  complette; 
il  faudra  prendre  pour  M  une  fonflion  générale  compo- 
fee  de  toutes  les  variables  de  la  difi^rentielle  propofée 
avec  des  coefficiens  &  des  expofàns  indéterminés,  quoçi 

determincm  enfuite  par  le  iecoufs  des  equatioijs  ^  '  j     <^ 


iim 


réduites  aux  egu^it/ons  développées  2ÎL^  ^  1(^)  -• 

Midsy        BjdM).  M(dA)  ^^  A(JM)  _^  M(^C)         C(£M)^ 

6*f*  Mais  il  feroît  inutile  d*employer  toutes  ces  equa- 
ticmSy  dont  le  nombre  feroit  celui  des  différentes  ma* 
cieres^  dont  les  lettres  AyByC yDy  &c.  peuvent  être 
prifes  deux  a  deux  ;  il  n  en  faudra  employer  que  le  nom- 
bre qui  efl  d'une  unité  moindre  que  celui  des  variables 
de  Tequation  propofée* 

Gar  fi  Fequation  différentielle  Adx '^Bdf'^¥Cd% 
:=a^  qui  contient  trois  variables  eil  poffible^  elle  don- 

nera    les   trois  équations         ,     '=s^   ^y     >      dz     ^^ 

Jx     '^     dz  ^    ^^     dy     >  ^^  ^^^^  feulement  de  ces 

équations  avec  la  troifierae  équation  de  condition  ^^^ 

'^^JL^^éi^  qui  eft  une  fuite  necef- 

iaîre  des  trois  premières  (Art.  cccxxxvi.);  enforte  que 
deux  équations  quelconques  des  trois  ^  =i  j^  ; 
(£M£)      (^M£)    (^) ^ UMC2  .enferment  necefTai- 

rement  la  troifieme,  &  qu'il  feroit  par  confequent  inu- 
tile 
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tîle  d'employer    plus    de   deux    de  ces    trois   équations 
cour  déterminer  le  fafteur  M. 

De  même,  fi  lequatîon  différentielle  Adx^^Bdy 
^^Cdz^^Ddu:=:oy  qui  contient  quatre  variables,  eft 

poffible,  eUe  donnera   fix  équations  1£^)  — i^^^^) 


l£|112r=:i^^;  &c.y  &  trois  équations  de  condition, 

comme  — jj j^ h— j^ — -^^c.  — 0,  qui  font 

chacune  une  fuite  necellaire  de  deux  àts  autres  fix  e- 
quations,  enfbrte  qu'il  (eroit  inutile  d*employer  plus  de 
trois  de  ces  fix  équations  pour  déterminer  le  fâéleur  M. 
On  prouve  de  la  même  manière ,  que ,  fi  l'équation  dif- 
férentielle propofée  a  cinq  variables,  eft  poffible,  on 
naura  befoin    que   de    quatre    équations   de   la    forme 

—  j        =^ — j^  pour    dctermmer  M,   &  on   trouve 

en  gênerai  y  que  le  nombre  de  ces  fortes  d'équations  ne* 
ceflàires  pour  déterminer  M,  eft  d'une  unité  moindre 
que  celui  des  variables  de  FequaticHi  propofée. 

CCCXLIL 

Quant  a  la  forme  a  donner  au  faéîeur  M,  nous 
ne  connoîfibns  point  de  méthode  générale  pour  la 
trouver;  mais  on  pourra  toujours  en  venir  a  bout 
dans  les  cas  particuliers,  en  eilayant,  comme  on  a  fait 

£ 
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(Art.  cccxxxv.  )•  On  reuffira   dans  un  grand  nombre 
de  cas  par  la  méthode  fuivante.  Il  faudra  prendre  pour 

M  une  fraélion  -^ ,  dont  le  dénominateur  R    foit   une 

fbnflion  pofîtîve,  ou  fans  divifeur  variable,  d'un  degré 
au  deflus  des  fondions  A^B^C^D^  &c.^  dans  laquelle 
foient  toutes  les  quantités,  dont  ces  fonftions  font  corn* 
pofées,  avec  des  coefficiens  indéterminés.  Cette  règle 
eft  fondée  fur  deux  remarques  qui  dérivent  de  la  difFé- 
rentiation  des  quantités.  On  obferve  en  premier  lieu 
que  la  plufpart  des  fonflions,  qui  n'ont  pas  un  certain 
fafteur  commun  a  tous  leurs  termes,  n'ont  pas  non 
plus  ce  même  faéleur  commun  a  leurs  différentielles  ; 
d'oà  l'on  conclut  que  dans  le  grand  nombre  de  cas, 
ou  cette  remarque  a  lieu,  la  différentielle  MAdx-'^ 
MBdf-^MCJz^^&c.y  qui  a  le  fafteur  commun  M 
a  tous  fes  termes,  Taura  auffi  a  fon  intégrale,  que  nous 
defignerons  par  F;  puifque,  fi  M  n'etoit  point  un  fa- 
éleur commun  a  tous  les  termes  de  la  fonélion  F,  il 
ne  feroit  pas  non  plus  un  faéleur  commun  a  tous  les 
termes  de  la  différentielle  dF^  ou  de  MAdx^¥MBdy 
-^MCdz^+&c.  On  a  remarqué  en  fécond  lieu,  que, 
fi  une  fonftion  a  un  dénominateur  variable,  la  différen* 
tielle  de  cette  fonflion  aura  auffi  un  dénominateur,  qui 
fera   un  multiple  de    celui  de  l'intégrale.  Ainfi  la  fon- 

£Uon  ~   ayant  le  dénominateur  variable  /,    fa  diffé- 
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icatielle  ^   ^~ — ^  a  aufli  le  dénominateur  //  multiple 

i&y.  Donc,  {î,   en  fuppofant  ces  deux   remarques,  on 

p 
met  an  lieu  du  &Reur  M  la  quantité  ^,  dans  laquelle 

?  &  J^font  deux  fon£lions  pofitives;  P  fera,  par  la 
première  remarque,  un  fafleur  commun  de  la  fon6lioa 

r,  dont  la  différentieUe  dV^-^Adx^^Bdy 

—Cdz-^&c.y  &  ^contiendra,  par  la  féconde  remar* 
que,  le  dénominateur  de  la  fonélion  V.  Si  Ton  îmagî* 
ne  donc  que   la  différentielle  —Ad^^^-^r-rEdy 


p 

-^Cdz-^&c.  foit  divifée  par  fon  intégrale  F,  P  difpa- 

roitra  du  numérateur,  &  J^fe  divifera  par  le  denomi- 
nateur  de  l'intégrale,  de  manière,  qu'il  ne  reliera  après 
la  diviiîon,  qu'une  fonélion  R  d'un  degré  de  plus,  que 
celui    de    A^B^Cj  &c.;    car   la   quantité 

j^  ,  qui  provient  de  cette  divifîon, 

eil  égale  a  ~,  ou  a  la  différentielle  du  logarithme  de 

la  fonélion  cherchée  F,  &  par  confequent  elle  doit  être 
d'un  d^ré  au  deflfous  de  Tunité  comme  dans  la  fraélion 

—7=:^;  la  fonélion  V    eft  d'un  degré   au    deflus   de 
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V  ^   de  V  d'un  degré  au  deffous  de  V .  Mais ,    par  ce 

que    -p- ,   ou  ^.  £.  F  eft  la  différentielle  d'une  fonftion 

L.  V. ,  il  s'enfuit  que  le  Théorème  (  Art,  cccxxxii.  ) 
a  toujours  lieu,  &  qua  la  place  de  M  on  peut  mettre 

—  dans  les  équations  que  donne  ce  Théorème,  K  étant 

la  fon£lion  pofitive  la  plus  générale  d'un  degré  d'une 
unité  de  plus  que  A^B^C^D^  (ffc.  avec  des  coefficiens 
indéterminés,  &,  s'il  y  a  des  radicaux  dans  A^B^Cy 
(^c.y  il  faudra  aufll  qu'ils  entrent  dans  R  en  fe  combi* 
nant  avec  «^,/,«,(ÎTr.  de  toutes  les  manières  poffibles* 

Au  lieu  donc  des  équations  — j — i-H — ^ — -=:  ■  ^^^  ■ 


B(JM)  ,    M(dB)     ,  B(iiM) M(dC)     ^   C{dM)  ^ 


dx       ^         dz  dz  dy  dy 

dR 


;  (yc. 


Y  W  le 

en  mettant  j*  ^  la  place  de  JkT,  &  —  -j^^  a  la  place  de 
àMy  on  aura  les  équations  fui  van  tes -^ — ■— ^^^  ^^zzz 

R(dB) B(dR)  ^   R(dB) B(dR) R(dC) C(dR) 

dx  dx      *        dz  dz  dy  dy        > 

&c.,  car  on  aura  ^iî^  ==  ^i^^ •  1^^  ==  _.  11^ . 

'                                      djr  Rdy  *        dy  RRdy  * 

MÇdB) (i/B).    f,B(dM) B(dR)  n 

dT-— TdT y  ^-77-=— RRli y   F' confequent 


dA)        A(dR)        (dB)         B(dR)  o  I  ♦  1- 

ïd7~RRdy  =  Td7'-TRd7  y    ^    «°     multipliant 
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»  D  R(JA)        A{dR)        R(JB) 

tout  parlait,   on  aura    -^' ^=:-ij^ --» 

^ij^,  8c  aînii  autres  équations. 

On  déterminera  par  le  fecours  de  ces  équations  les 
coef&ciens  de  R^  Se  par  confequent  R  même;  enfuite  on 

intégrera  la  difl&entielle  complette  '    '^     ^'^     ^^    ^* 

par  le  Problème  (Art.  cccxxxinO>  &  ^P^^s  ^voir 
trouvé  cette  iut^rale  on  l'égalera  a  une  confiante,  ca 
qui  donnera  Fintégrale  cherchée.  Pour  eclaircir  cette 
méthode ,  nous  allons  l'appliquer  a  un  exemple. 

CCCXLIII. 

Soit  propofé  d'intégrer  Tequation  PcdM^^^hydn--^ 
tm^dy-^ny  ày^^^pày-^^^o  ^  ou  Ad^ê-^Bdy^^io  ^  en 
faiiint  jf^zzx-^kf  y  &  B^mH^^n/'^p'^  puifque  A 
&  £fbnt  des  fon£lions  d'un  degré  de  m  &  de/,  il  faut ^ 
fuivant  la  méthode  précédente  y  prendre  pour  R  la  fon- 
£lion  générale  de  m  &  dey  de  deux  degrés  avec  les  coef* 

ficiens  indéterminés  b^c^e^f^gy  &  fuppoièr  Rz=zh^ 


^ay-^cx-Hrey^^^fy^^g*^  on  aura  par  ces  fuppofitions 
—  —  ky  —j^ — m,  -j— —  bH'^ley-^fy  ^— 


éijf     '^>       dx     "'ydy  wn^T^é^^j-^jy      ^, 
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Subftituant    ces    quatre    quantités    dans  l'équation 

'RidA2_^AidR)_Ridn^iS^=zo,   on   aura  les 

dj>  dy  dx  dx  > 

valeurs  fuivantes 


iSÉ£2=z — m»* — mhnf'-'mcn'-^mey^^mfy^mg 

dx 


équation  dans  laquelle  feifant  chaque  terme  =o,  on 
aura  fix  équations  du  premier  degré,  k-^tn — h=o  y 
««— .9-?=:o-  kc — f-i-2/>  =  «»  nb — nte — ke=sOy 


„c~4.pb'^mf=:oy  kg'—mg'+pc=Oy   qui    donne- 

ront  les  coefficiens  *=^-^w,  c=-^g^;-^7;7->   <?==»> 


»l»H-p<n»-»y>.      -^^     f^         qu'il  faudra  fub- 

ftituer  dans  k  valeur  de  H,  ou  dans  n^-hbx/^cM 
^&c.y   &  enfuite  celle  de  R   étant   fubftituée  dans 


AJ*-+Bd 


"t^^ .  on  aura 
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^^-^•^,  différentielle  qu'on  intégrera  par  le  Pro- 
blème (Art.  cccxxxiv.),  &  dont  l'intégrale  étant  e- 
galée  a  irne  conftante,  fera  Vequatioa  intégrale  de  ht 
propofée . 


Pour  intégrer  la  différentielle  précédente,  ou 


AJ» 


-4-^^  fuivant  le  Problème  cité,  on  prendra  d abord 

riotégrale  du  premier  terme  -^  en  traitant  la  feule  m 
comme  variable,  &^  comme conftante .  Enfuite  on  pren- 

n  J  ma 

dra  r  intégrale  du  fécond  terme  --^^  en  regardant  / 

ièulement  comme  variable  y  Se  x  comme  confiante ,  & 
on  retranchera  h  première  intégrale  de  la  féconde;  ou 
bien,  après  avoir  trouvé  la  première  intégrale,  on  la 
diâerenciera   en  fuppolânt  /    (èule  variable,   &  m  coa«> 

liante,  &  on  retranchera   cette  différentielle  de  —5;^, 

&  on  fera  le  reib  ,  comme  il  efl  prefcrit  dans  le 
même  Problème. 

Or  fi  on  fuppofe  ^  confiante  dans  la  diflKrentielle 


40  Elemens  du  Calcul  Inte'gral 

^    «/ -+-^ — {^Z.„    ^  Jf—Ttm'^l  »    on    aura 

-X"=^;^^;^^  >  en  regardant  a^  b^  q  comme  des 

confiantes ,    &  cette  différentielle   étant  rationelle ,   on 
Tintégrera  facilement  (Part,  I.  Chap*  IV,). 

Le    dénominateur   x^-t-^^-i-^r    a    pour  Êifleurs 

de  forte  quen  fuppofant  le  premier  faéleur  =;(?-+-r, 


3r-4-i« 


&  le  fécond  =  «  -t-  r  •  la  différentielle  fera  / ^  .. ^,,  ^  ^ 


f  — tf  ,  /r  —  / 


~(,,OC«H-r)^*-*-(r-^0(«-i-0^^>  ^*'°''   l'intégrale 


iS 1 


4       '  4        •• 


■'■*  *  :^s— •— ■*.  ;  donc  l'intégra- 


Ib- 


is précédente  fera  (j"^    ^- J  X 


bb—q 

4  ' 
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JL^it^^^b'^^ ^bb-^q»  En  fubftituant  dans  cette 

a  4 

intégrale  les  valeurs  de  4,  ié,  5^,  elle  devient 


X.*-^i^/-v^Eë-  T  C^-Ï^)^(l=^ 


iânt  par  </,  onauroiteû  («-+■—/—»-  —  )</«— h  (  —  a 


— ^  — #-  ^  -^J^f^^oi  en  Éiifànt  « -4-  — 


■4» 


cetre  quantité  étant  égalée  a  une  confiante  fera  l'intégrale 
complette  de  Teq^uation  difFéreniielle  propofée  («-+-/^/)  dx^-h 
(mx'^nf'^^p)dfz=zo'  car  fi  Ton  prend  fa  différen- 
tielle, 8c  quon  légale  enfuite  a  zéro,  on  retrouve  cet* 
te  équation. 

Nous  avons  çhoifi  pour  exemple  cette  équation 
différentielle,  quon  voit  aifément  être  la  plus  générale 
de  fbn  degré.  Car  fi  Ton  avoit  propofée  Tequation 
(/?«— H^/'-+c)i^z-+(f  j5— ♦-//-4-^)rf/==t>,   en  divi* 
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—  — ,  &  d»:=:dit,  00  auroit  trouvé  («— h— /)i/«-+» 
(-J*— jj-l-^/-Hf)^/=o  ,     &     en    fuppo&nt 


b  /  e  ^         / g  C9 


— =^,    — =ni,    —  =  »,    £.——  =  *       on   auroit 


CCGXLIV. 

U  arrive  fouvent  que  les  équations  particulières 
font  connoître  aifément  la  forme  du  multiplicateur 
cherché .  Pour  le  £dre  voir  nous  reprendrons  requation 

■ 

,       j  j.  .  MUA)        A(dM)        M{dB) 

générale  de    condiaon       S       -\ — ^j--^=    ^^^ 

^^f^^  ;  dans  laquelle  M  reprefènte   le   multiplicateur . 

Suppofons  &  différentielle  dM=Pdx-i-^yy  P  8c  ^ 
étant  des  fondions  de  m  &  dej' ,  on  aura  (Art.  cccxxx.) 

L^^=j^,  &47^=P;  d'où  l'on  voit,  en  fubfti- 
tuant  dans  Tequation  précédente,  que,  pour  rendre  une 
différentielle    complette,   il  faut  que  ^^,     ■  ~i-^j^= 

M(dB)     ,    »„  t.  ^    BP  —  AO         (JA)  («/B)        . 

-^-4.B7»,  ou  bien  ——^ = L-_i  _  L--i  ;  k- 
quelle  équation  fuffit  pour  déterminer  la  fon£lion  M 
dans  les  cas  particulien.  Si  on  fuppofoit     j^  =:^~^, 
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on  auroit  BP — A^==zoy  &  par  confèquent  P=a,  j^ 
=0.  DoacP</x-i-j^<//=</M=o,  c'eft  adiré  la  dif- 
férentielle de  M=o,  d'où  il  s'enfuit  que  le  faéleur  JWT 
peut  être  l'unité,  ou  une  confiante  quelconque;  ce  qui 
eft  le  cas  des  dîfféreàtielles  complettes.  Il  eft  donc 
evideat  q^ue,  pour  rendre  une  différentielle  complette^ 
il  ne  faut  que  ùlÛsùaiz  a  l'équation  de  condition  pré- 
cédente^ &  quoiqu'on  n'ait  pas  de  méthode  générale  y 
comme  nous  l'avons  déjà  obfèrvé,  on  voit  cependant 
qu'on  pourra  toujours  trouver  ce  fafteur,  fi  l'équation 
différentielle  n'efl:  pas  abfurde.  Il  y  a  même  plufieurs 
cas,  dans  lefquels  cela  reuiïit  facilement.  Tels  font  les 
cas  des  différentielles  homogènes,  &  de  celles  dans  les- 
quelles une  des  variables  ne  pafTe  pas  le  premier  de- 
gré. Nous  donnerons  un  Exemple  de  ces  dernières,  & 
nous  traiterons  fort  au  long  dans  la  fuite  des  pre- 
mières . 

CCCXLV. 

Soit  l'équation  différentielle  pdx^hqjid^^^rdf 
:=o,  dans  laquelle  p^q^r  defignent  des  fondions  dex, 
enforte  que  la  variable  /  ne  pafle  point  le  premier  de- 
gré. Pour  rendre  cette   différentielle   complette,   on  la 

comparera  avec  la  forme-^^x-+B^/==a,  ce  qui  don- 
ne ^=p--hqyy  &  J5=:r;  d'où  l'on  tire  1^=5^,& 
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lil£2=:-^.   £a    fàlTant,    comme    cy-devant,    dM. 


Pdx^^d/,  on  aura  — j^  =  ^-— j^ 


^^-(p^iJ''>^  >  «ïi  fubftituant  a  la  place  de  A,  B 
leurs  valeurs.  Or  il  eft  aifé  de  trouver  le  fàèleur  M 
par  le  moyen  de  cette  équation  ;  car  — JT"^  ^^ant  e- 

gai  a^-jf,  c'eft  a  dire,  5P-^Jg==(f- 77)^^=1 

on  voit  que  5  ^—j^  étant  une  fonftîon  de  x  feule- 
ment,  par  la  nature  de  la  difTérentielle  propofée^  on 
peut  fuppofer  M  égale  a  une  fon£lion  àt  x^  en  forte 
que  j9  devienne  =^,  &  dM-=^P dn^  d'où  l'on  a  ^-— • 

il,  &  en  intégrant  jL.M=2S'.2--ï  — jLr;    donc  Mz=z 

•ytf  *  '  ,  en  fuppofknt  ^  le  nombre,  dont  le  logarithme 
hyperbolique  eft  l'unité  (Art,  xxxiv.)»  Ce  fafteur  M 
rendra  la  différentielle  complette,   &   fon  intégrale  fera 


y.f^^^  '   "  J— f-/^    '  =:C  conftante,  comme  on  le 

voit  en   retournant  a  la  différentielle  par  les   règles  de 
la  première  Partie . 
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On  pourra  de  la  même  manière  rendre  complette 

Tequation  SfférentiQlïe  py  d)t'-\-q^d)i-i-rdf=::oy  avét 
les  mêmes  C(Xidîtions,  que  dans  la  précédente,  c'eft  a 
dire,  en  fuppolànt  p-,q,r  des  fon6Uons  de  h  feule.  Car 

alors  on  aurôit  A=ipy*-^qf^  ZcB=zr;  d'où  l'on  tire 
-37-  =  »/'/        -*-f  >  &  ^TT  "=  Tx  *  ^°^  ®^  fuppofant , 


comme  cy-devant,    dM=:P(ix'^^fy  on  aura 

"'y'T"^=''P/-''*i~r.-  Soit  Jw=f,-, 

9  étant  une  fonftion   de  m  feulement,  on  aura  P=:5 

W  J 

-y^j&^rr:»!^^'""',  &  en  fubftituant  ces  valeurs^ 
on  trouve  l'eq  uation  jii — m  p^  "~  '  — ,  m  ^  =  «  o^*  ""  " 
^  —  Ti'  ^'3  po^r  ^aire  ufage  de  cette  équation,  il 
faut  faire   nz=-^m,  elle  fe  change  en  celle-cy^ 


çdx 


en 


(i-«)î~»   oubien^JÎ=Ciz:i^_i:,&, 
intégrant ,   comme   cy-devant  ,   û> = i.  <?(  *  ~  *  ^  ^'  V  , 

Donc,  a  caufe  de  »q=— w,  le  fafteur  ^=9/"  de- 
vient =-Ç1/»-»^^-*t',  &rint^rale  ZZ/'—^^'^r 


4^  Elemens  du  Calcul  inte'grâl 

Si  on  fait  dans  cette  intégrale  n=zQy  on  la  réduit 
au  cas  précèdent.  Si  »=:i,  la  différentielle  devient 
p^dx'^qfdx''-i-rJ/z=zOy   &,  a  caufè   de    i— -«rza. 


le  fafteur  fera  ^y  &  Teq^uation  eft  réduite  a  cette  for- 

me  I±lltl£î-v^=o,  dont  Hritégrale  S". liltlHi-4. 

h.yzzziCy  comme  il  eft  évident.   Au  refte   on  pourroit 

réduire  aifément  la  différentielle  p/^ dx-^qydn^^rdy 
=  0  a  la  forme  pdx-^qydii'-^rdy.    Il  ne  faut  pour 


cela  que  divifer  par/",  on  auroit  pd^-^^qy^'^^dit'^ 
ty^^dy:=zoy  &,  en  faifant  /*~ ''=:%,  on  auroit  (i— 
n)y^^ df:=:zd7Lj  &  Tequation  devient  pdfs-Hrqzdx'-h 
^^^rdzz=zoy  qui  a  la  même  forme  que  la  précédente. 

CCCXLVI. 

On  peut  quelquefois  fîmplifier  les  méthodes  précé- 
dentes, en  partageant  la  différentielle  en  plufieurs  par- 
ties intégrables  feparément.    Soit,  par  exemple,  Tequa- 

tion  x/d/^X/'^^d9C^xy^dx=zo^  dans  laquelle 
XyX\X^  font  des  fon£lions  quelconques  de  m,  &  ^,r 
des  expofkns  quelconques.   On  éprouvera  d'abord  le  fa- 

fteur  Py^  P  étant  une  fonftion  de  if,  &  »  un  expo- 
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Êmt  indéterminé,  &  pour  une  plus  grande  iâcilité  on 
fuppofera  «  =:  -—  r ,    enfbrte   que  le  faéleur   devienne 

f»jr~"';  on  voit  qu'il  fufEni  de  divifer  la  différentielle 

propofée  par  /',  &  de  confiderer  P  conime  le  fkfteur. 
£n  divi&tnt  de  plus  par  X,  &  defignant  par  j^,  ^  les 

^uodens  ?  >  j^  >  1^  difiérentielle  devient ,  en  la  multi-. 


pliant  par  le  fefteur  P^P/'^* dy^^P/^*'^^  dm 
— i-^P</#=tf.  Or,  fi  P  cft  une  fonfUon  de  «,  il  cft 
évident  que  j^P  le  fera  aui&,  &  que  S,^Pdi$  fe  ro» 
duit  a  une  intégrale  d'une  feule  variable. 

Il  ne  £iut  donc  plus  que  rendre   complette  la  di^ 

féreotieUe  P>''"^^/-+.^P/«-'-^  V«;  or  il  &ut  pour 
cela    que        ^^ — •=   >^  "^  ',  ceft  a  dire, 

^ — j^ — 4=r(^— r-+i)/'      jgP;  dou  Ion  tire  -y 


z=z(q — r-t-i)j^rf«,  &  en  intégrant  L.P=iS,(q — r 
'-t-i)^M  =  S.{q — r^^i)^dM,L.e  ,    Donc    P  = 

^j.(^_r-+OJ2.Ji.^  &  en   fubftituant  cette  valeur  de  P 


— »-♦•  I 


dans   Tequation  réduite,   on  aura  l'intégrale  ^^^       X 
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CCCXLVIL 

Nous    eclaîrcîrons    les    méthodes    précédentes    par 
l'exemple   d'une  différentielle   a  trois   variables.     Soient 
propofées    les    équations    dx''+adf'^(bx'HrCf)Td^ 
=  0  ;   kd99'^aJf-^(h'x'-^rcy)fdT=zoj    dans    les- 
quelles »,  /,  ^  font  trois  variables,  &  T  une  fonftioa 
quelconque  de  /,    les  autres    quantités    étant  des  con^ 
liantes»    On  multipliera  Tune   des  deux  équations,   par 
exemple,  la  première,   par  un  coefficient   indéterminé, 
&  confiant  g  y  Se  layant  ajoutée  ainfi  a  la  féconde,  on 
multipliera    le   tout    par  un   faéleur  P,   qu'on   fuppofe 
être   une   fonélîon  de  f;    Tequation  deviendra   (^-P— H 
kP)dx^(gaP^a'P)dj<^{^(gèP^b'P)x^ 
{gcP'^cP)fyTdf=::o.      Suppofons     maintenant 
que  cette   equatioa    foit   une   différentielle    complet  te, 

pn  aura 

*•  df  dx 

••         digaP^a'F) d[{gbP^VP)x^{gcP^c'P)y^ 

"•  dt  dy 


dy 


^^^'  dy  dx 


P  étant  par  la  fuppofîtion  une  fonftion  de  r,  qu'on  re* 
garde  commie  confiante  dans  la  troifieme  équation,   il 
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eft  clair  que  cette  équation  fe  réduit  aio=so,  puifque 

<??=o,  mais  les  deux  autres  donnent  ^^~^iy^  =; 
(^gb^V)F,  ic^^^i^=^Ç^=:(gc^c')P;  d'où  l'oD 
tire  -^  =  ^^:5:j-^/,  &  -.  =  i_-r^^,  &  en  ega^ 
lant  ces  deux  valeurs  de  -^,  &  dîvifant  par  i//,  on 

^ï"^  ^Tji"  =  4f5v>  équation  du  fécond  degré,  qui 
donnera  deux  valeurs  de  g  y  quon  pourra  par  confe^ 
quent  regarder  comme  connue.    Or  ^  g  étant  donnée^' 

on  connoî tia  P;  car  J'equation  •y-  =  '^-q^   donne  P 


4-^^' 


=  e  •  Donc  Vequation  différentielle  (gP-4-^P)  X 

dx^'(gaP^a'P)djf-^^{gbP^yp)x^{gcP 

-^cP)fyTdr'=zo  eft  complette,  &  fon  intégrale 
eft  {gP-¥kP)99'^(gaP^^dP)f=zC.y  enfuppofant 
que  g  defigne  une  valeur  de  g  trouvée  par  Tequation 
du  fécond  degré.  On  auroit  de  même  Tintégrale  pour 
une  féconde  valeur  de  g  donnée  par  la  même  équation  # 

CCCXLVIII. 

RsMARauE*  Nous  avons  déjà   obfervé  dans  la  re- 
marque  qui    termine    le    premier    Chapitre   Part.    L  ^ 

G 
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^u  ayant  trouvé  un  fafteur  M  qui  rende  une  dîff^ren* 
tielle  complette,  on  peut  trouver  une  infinité  d  autres 
fàfteurs,  qui  latisferont  aux  conditions  d'intégrabilité* 
Car,  puifque  la  différentielle  M{Adx^^Bdf)  eft  in- 
tégrable,  par  fuppofition,  foit  %y  fonftion  de  «?,  &  de 
y^  égale  a  l'intégrale  de  cette  différentielle  &  de  plus 
foit  Z  une  fon£lion  quelconque  de  %;  il  eft  clair  que 
Zdz.  eft  întégrable,  &  par  confequent  aufli  MZ(AJx 
^^Bdf):=:^Zdz  fera  intégrable;  donc,  fi  Ton  trouve 
un  faéleur  M  y  qui  rende  complette  la  différentielle 
Adx-^Bdy^  on  en  pourra  trouver  une  infinité  d  autres 
MZ^  prenant  pour  Z  une  fonction  quelconque  de  l'in- 
tégrale S.M{Adx-^Bdy).  Il  faut  obferver  qu'il  eft 
quelque  fois  très-commode  de  partager  une  équation 
différentielle  en  plufieurs  parties,  &  d'examiner  fi  o% 
peut  les  rendre  complettes  feparément  par  un  fa6leur 
commun,  car  alors  l'intégrale  pourra  devenir  très-aifée* 
Soit,  par   exemple,   la  différentielle  ay dx^^fixdy^^ 

7**"""/*^^*"^^^^""  ^/^^^^)  ^^^  nous  partageons  en 


deux     parties     aydx^^^&Kdy   ,     &     yst'^^y  dx^J^ 

^  ^y^  '  dy  ;  noas  avons  démontré  dans  la  remar- 
que citée ,  que  la  première  partie  devenoit  com- 
plette par  le  faaeur  /""^y^"^',  &  la  féconde 
partie  par  le  Êi£leur  *'""""y"~%    n  8c  m  étant  des 
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qiiantit&  indéterminées,  on  pourra,  pour  égaler  les  fa- 
fleurs,  fuppofer  an — i=Y'" — C,  &  ?n — iz=i'm 
-,,  d'où  l'on  tire    „-iSzy^-"-'-H-.  ^   j^ 

pir  confei^uent  m^       't—er >  «  "=ï 

•'  — »7 

un  &£Ieur  commun,  &  la  différentielle  fera  complet- 
te,  dont  l'int^e  j  »""/"-!-;  k'-/'=C.  Il  feroit 
inutile  d'expliquer  icy  les  difiifreos  cas  de  cette  intégra- 
le. Il  fiiJfit  d'obferver  qu'elle  eft  algébrique,  lorfque  m 
Se  n  {ont  des  quantités  réelles.  Cette  méthode  de  fepa- 
rer  les  différentielles  abrège  beaucoup  les  calculs.  Au 
refte  il  faut  remarquer  qu'une  différentielle  totale  mul- 
tipliée par  un  lâ£leur  devient  très-lbuvent  complette , 
quoiquaucune  partie  de  cette  différentielle  ne  puiffe 
^rre  çomplettée  feparement. 
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CHAPITRE    IL 

De  la  méthode  de   M.  Newton  pour  intégrer  par 

les  feries   les  équations  différentielles  a  plufieurs 

variables  mêlées  x,  y^   5;,  &Céj   lorfque  ces 

équations  ne  contiennent  que  les  premières 

différences   dx^    dy  ^   d%^^   (^c^  ^ 

ou    leurs  produits. 


L 


CCCXLIX. 


[A  méthode  que  nous  allons  expliquer  ,  & 
qu  on  trouve  dans  le  Traité  De  la  Méthode  des  Flu^ 
étions  &  des  feries  infimes ,  fuppofe  la  théorie  des  fui- 
tes, telle  quon  la  trouve  dans  ce  célèbre  Auteur ,  & 
dans  tous  les  bons  Ouvrages  d'Algèbre.  Car  première- 
ment ,  fi  Tequation  différentielle,  quon  fe  propofe  d'in- 
tégrer par  cette  méthode ,  contient  des  fraélions  dont 
les  dénominateurs  foient  des  quantités  variables  &  com- 

1       L 
plexes ,   comme   T^nnT^  7"^ —  ,   il  faut   réduire 

ces  fraélions  en  fuites  infinies  de  termes  fimples,  par  la 
divifion  continuée  a  l'infini,  &  écrire  la  fuite  i — x^ 
■+»^— ^^'H-^^Ô'r.  au  lieu  de  la  fi:a6lion  -r-rrr  •   la 


XL  Partie.    Chap,  IL  '55 


£      L 


au  lieu  delà fra£Uoû 7—,  &  ainfi  des  autres.  De 

même   fi  Vequatiou  différentielle    propofée    contient  des 
radicaux   de  quantité?  variables    &  complexes,   comme 

yaa-^xxj  yllllïL    il  faut  les  réduire  par  l'extra- 

£lion  des  racines  continuée,  ou  par  le  binôme  de  Nf^ 
Newton,  ou  par  les  autres  méthodes  connues  a  des 
fuites  infinies    de   termes   funples  ,    &  écrire    la    feris 

•    r*  y^  3f^  X^  %^  y       1  *^^ 

»«  8i»*  164*  X28i»7  %^6é? 

-2 — ' rr-+^^*    au  lieu  de  k'aa^^xx.   8c   U 

%$6x^  1024  jt'* 

ferie   infinie    i-4--L^^*  H-4-**^^-**r?^  99^^^&a 

2  8  16      . 

—  4       -+.—  4*    ^^l^ab 

2  4  16 

X  I       2  f 

» 

au  lieu  de 
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Enfin  il  arrive  (buvent  dans  TuÊige  de  cette  ine«^ 
thode,  quon  a  befoîn  de  trouver  en  fuites  infinies  de 
termes  fimples  les  racines  des  équations  affe£lées  de 
toutes   fortes   de  degrés;    par   exemple   la  racine  y    de 

Tequation  afTeflée   du   troifieme  à^^i  y^^^aay^-^any 

•—«'-4-2  4^=0,  qu'on   trouve   par  les  méthodes  con- 

nues  zzza — 7-*-TTi-*-7fr7:--^-T~ — r-t-Û'r.  a  lin- 

fini  ;  ou  la  racine  /  de  Tequation  affe£lée  du  onzième 


52      X12       40 

quon   trouve    =«— ^  »  -4-rrr»  —  rrr:» 


eSrr. 


Î62880  ^ 

Il  faut  remarquer,  quon  ne  donne  icy  le  nom  de 
quantités  composées^  qua  celles  qui  le  font  par  rapport 
aux  variables )  &  quon  a^tlle  ftmptes  toutes  les  quan- 
tités qui  ne  font  compofées,  que  par  rapport  aux  con- 
fiantes,  qu'elles  renferment,  par  ce  qu'on  peut  les  ré- 
duire a  des  quantités  fimples,  en  les  fuppofant  égales  a 

quelque  confbnte.     Ainfi  les  quantités 


bec 


^     ,    ,  — -  .  '!■    ,  yan-^bn  ,  &c,    font     regardées 
comme  funples^,  par  ce    qu'on  peut  les    réduire  aux 


/ 
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tec       *♦ 


^mnmcs  fimplcs  7  5  7  >  — ^  ^77^  *^^*>  ou  ^  *    , 


eo  fuppolant 


e. 


CCCL. 


iLorfqiie  l'equzûon  dlff^^rentielle  prc^ofêe  ne  contient! 
t^ue  deux  variables  x^  Se  y  avec  les  premières  différent 

ç^  dx  Bc  dfj  ou  leurs  produits  quelconques  dn^^  d/^y 

dx^j  d/^y  dxd/^  dndy^  &€ ;  fi  on  veut  Fîntégrer 
par  la  méthode  fuivante,  il  faudra  la  difpoier  de  ma* 
niere,  qu'on  ait  d'un  côté   du  (îgne   d'égalité  la  raiibn 

2^ ,  ou  j^  ,   &  de  l'autre  côté  la  valeur  de  cette  raifon 

exprimée  par  une  fuite  finie,  ou  infinie  de  termes  fim« 
pies;  ce  qu'on  pourra  toujours  faire  par  F  Article  précè- 
dent, comme  nous  allons  le  voir  dans  les  exemples 
fui  vans  • 

Soit  propofée  Tequation  différentielle  ady-^ndjt 
*—adx^^9cdx — ydM=zoy  on  la  réduit  dabord  a  l'e- 


quation  ji=:  i  -♦.  j£^  ,  ou  a  l'équation  3^=  j^^f 
Dans  le  premier  cas  le  dénominateur  isr—- ;^  de  la  fra- 
aion  — i—  étant  une  quantité  variable ,  &  complexe ,  on 
réduit  cette  fia£tioa  a  la  Terie  infinie  de  termes  fimples 
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0  »« 


^■^     ^"W"     ^M^      ^"V"  ^""^        ^^^   ^^    l»»    • 


^^  S^  ^4 


Maîs^  fi  on  examine  Fequation  différentielle  pro- 
pofée,  on  trouve  par  les  méthodes  du  Chapitre  précè- 
dent^ que  la  différentielle  ad/'-^Hdf'—'adx'^xds  — 

^dx  ta  coroplettc,  &  que  fon   intégrale  eft-^^  — ^aî 

^—fx-^af.  Il  feroit  donc  inutile  dans  ce  cas  de  cher- 
cher l'intégrale  par  une  fuite  infinie» 

Si  Tequation  propofée  eft  /^*  =^^^/-4-**^x*  , 
en   la   divifànt  par  dx^y  on  aura  d  abord  i^L  = -2  .^ 


1      .„  -^*  — **^_.  ^*      ^•,  /:,«.«.«i^«*.^-^ 


u*  ,   ou  «*  =  «*-♦•»*  ,  en  fuppoTant  j^=:2;y   &  en    ti- 


fant  la  racine  z  de  cette  équation,  on  trouve  % 


l/TZ^.  Or  l/l^xx^^ 

^4  '^     4  * 


XX-^X 


dx 

4 


zx—^^x  -♦-i4^^°Ô'r.  Donc  en  fubftîtuant  cette  fuite 
infinie  de  termes  fimples  au  lieu  de  fr   L^\-xXy  on  aura 

^=i^x^— x^-t.2^*^5;a^-4.i4«"6-c.,    ou^^ 

=;— '  pf;v-4-flf^— î^^'-t-S/»*?— 14«^^  «ÎTc,  félon  qu'on 

ajoute- 
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ajoutera  V  -r^^^*  *V>  ou  qu'on  l'en  fouftraira.  On 

voit  de  plus  qu'en  multipliant  ^^t  du  l'équation  4^=s 


~^|^— — *-««,  on  aura  dy=z-^d)iz±dMf^ ^-^xn^ 
& ,  en  prenant  les  intégrales  de  côté  &  d'autre  >  /  ==? 

3      —  ^4 


} 


Si    Tequatioa   propofce    etoît    dy  '^a^dx^df-^ 
aad9^ dy-^x  Jj»^  — 2^  o«  ^^'i    ^^    divifant    toute 


TequatloQ   par  d^  ^  on  auroit 


en  fuppofant  -g^r=%,  &  en  tirant  la  racine  %   de  cet- 
te équation  a/}è(5lée  du  troifîeme  degré,  on  trouve  %=: 

77=^ — T^^TTr"^  ei^^^  "^   \r    .^^>  »     comme 
nous  lavons  déjà  dit  (Art.  cccxLix.). 

CCCLL 

Partout  où  fe  trouvera  le  rapport  -^^  ou  ^  des 

premières  différences  des  deux  variables  x  &/,  pour  diftin- 

guer  plus  tellement  une  de  ces  variables  de  lautre ,  nous 

H 
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nommerons  ^anthés  relatives  la  variable  &  (à  différentiel- 
le qui  feront  dans  le  numérateur  de  la  fraélion ,  qui  ex- 
prime ce  rapport ,  &  nous  appellerons  ^anrhés  correlan- 
'ves  l'autre  variable  &  fa  différentielle ,  qui  feront  dans  le 
dénominateur  de  la  même  fra6lion«     Ainfi  dans  le  rap- 

port  ou  dans  la  fraftion  -jj ,  /  &  ^/  font  des  quanti- 
tés relatives,  x  8c  dx  des  quantités  corrélatives,  au 
contraire  dans  la  fraélion  —  >  ^  8c  dx  font  des  quan- 
tités relatives  ^  y  Zc  dy  des  corrélatives . 

CCCLIL 

Tous  ces  préliminaires  fupposés ,  on  peut  réduire  les  e- 
quations  différentielles,  dont  il  efl  icy  queflion,  a  trois 
efpeces,  ou  a  trois  claffes.  La  première  claffe  comprend  les 
équations  différentielles  a  deux  variables  ^  ^/^  "^^îs  qui 
ne  contiennent  que  l'une  de  ces  deux  variables  finies  x , 
ou  /  avec  leurs  premières  différences  dx  8c  dy  ^  élevées  a 
telles  puifïances,  ou  produits  qu'on  voudra.  On  peut 
reprefenter  toutes  les  équations  de  cette  claffe  par  cette 

forme  Adx"^ ^Bdy"^  ^C dxUy"^ -^""^Ddx^ dy""'-^ 
— HÛ'r.=o,  en  fuppofant  que  A^ByC^D^&c.  font 
des  fondions  de  confiantes,  &  de  la  feule  variable  x, 
ou  /  qui  fe  trouve  dans  Tequation ,  &  que  les  expo- 
fans  m^nypym  —  »,w — p  font  des  nombres  entiers  & 
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pofitifs.  La  féconde  clafTe  eft  pour  les  équations  diflfé- 
rentielles,  qui  contiennent  deux  variables  finies  avec 
leurs  premières  différences  élevées  a  telles  puiflances  ou 
produits  quon  voudra*   On  peut  aufli  reprefènter  toutes 

les  équations  de  cette  claffe   par  la   ibrme  AdiT^^k^ 

Bd/^^Cdx''djr'^''^DdId/'^^^&c.^o^  en 
fuppolant  que  AyByCy  Dy  &c.  font  des  fonftions  de 
^j  de  /^y  8c  de  confiantes^  &  les  expofans  des  nombres 
entiers  &  pofîcifs»  La  troifieme  clafle  renferme  toutes 
les  équations  différentielles^  qui  contiennent  plus  de 
deux  variables  avec  leurs  premières  différences  élevées 
a  des  puiflances  ou  produits  quelconques» 

CCCLIIL 

Problème  L  Trouver  les  intégrales  des  équa- 
tions différentielles  de  la  première  claffe. 

Solution.  Prenez  pour  quantité  corrélative  celle 
des  deux  variables^  qui  eft  la  feule  finie  dans  Tequatîon 
propofée,  &  difpoièz  cette  équation  de  manière^  que 
vous  ayez  d^un  côté  la  raifon  de  la  différence  de  lautre 
variable  a  la  différence  de  celle-cy^  &  de  lautre  côté 
la  valeur  de  cette  raifon  exprimée  par  une  fuite  de 
termes  fimples  (Art*  cccL.)»  Multipliez  cette  valeur 
ou  cette  fuite  par  la  variable  corrélative;  enfuite  divi- 
fez  ciiaque    terme  fimple  de  ce  produit  par  Texpoiànt 
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de  la  variable  corrélative  dans  ce  terme;  ce   qui  reful- 
tera  de  cette   opération  fera  l'intégrale  de  la   variable 

relative.  Ainfi  Tequation  propofée  étant  d^^=zdxdf 

md n^ ,  on  prendra  pour  quantité  corrélative  la  variable 
%^  qui  eft  la  feule  finie  dans  cette  équation,  &    on  la 

réduira  (Art*  cccL.)  a  la  forme  j;=i-t'xx— «x* 


%n^  Ô*c.;  on  multipliera  cette  fuite  par  a^,  &  on  aura 


le    produit   ^«H-x'— ^'-+2*''  ^r.  ;     enfuite     divifant 
chaque  terme  fimple  de  ce  produit  par  Texpofant  de  k 


*'        «^        zx^ 


dans  ce  terme*  on  trouve  —-h — — — -«--i,(îrf.  Cette 

'  X  5  s  7 

fuite   fera   Tintégrale   de   dy^  c'eft  a  dire, /'==;vM-  — 


»'      .    IX^ 


$  7 


Démonstration  •   Puifque  -^=:i-*-xx — ^^-t» 
2  M   (yc.^  en  multipliant  de  côté  &  d  autre  par  ^x,  on 


aura  df:=:dx'^i-99  dx—^prds^+ise  dfc&c.^   8c   en  in- 
tégrant de  côté  &  d'autre 5    on   aura   l'intégrale  de  d/y 

ou/  égale  a  l'intégrale  de  toute  la  fuite  dx-^9Q^dpc'-^ 

^^dx^^zx  dx&c.    Or  on  trouve   cette   intégrale,  en 
intégrant   chaque  terme  en  particulier  fuivant  la  règle 


II.  Partie.    Chap.  II.  si 


.«H-  I 


générale   S.x"»</*r=^-j-^,  c'eft  a  dire,  en    multipliant 

dans  chaque  terme  le  coefficient  confiant  ou  variable 
de  dx  par  X,  &  divifànt  ce  produit  par  TexpoPant  de 
X  dans  ce  terme.  Ainfî  on  trouve  5.</;»,  en  multipliant 
I  par  «,  pour  avoir  le  produit  »,  &  en  divilànt   ce 

produit  par  i  expoûnt  de  **  ;  &  de  même  S,x*dx::^ 

Y  ,  en  multipliant  m*   par  «,  &  divilànt  ce  produit  par 

Texpo/ànt   3  de  »  dans  «^ ,   &   aiud  des   autres;  doà 

l'on  voit  que  dans  la  iblution  du  Problème  on  n'a  feit 

que  fuivre  les  règles  générales  d'intégration.  C.jg.F.D. 

Nous  ajouterons  icy  quelques  autres  exemples  de 
cette  folution . 

Si  y  équation  propose  eft  4^=/» -     \    '*     t 


/77-eîrr.,  on  trouven  y=ax — ^^^—^ — j-ii-L*! 


2048«« 


à'c.  de  m^me  fi  l'équation  etoit  7^  =  -  —  i-^-^^j. 


«• 


i  I       1 


1 


.—  i      .  —  4 


^     ^— *      -t-i^»    *-|.^* 


99    j    oa    trouvera  / 


i        5 


*■"*      *?^ï      ^.*      -*  *  5 
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Il    on    a    Tequation   j^ 


dx  litc 


Si    on    a    l'eQuation   4^^  = -^^^ -4- ^^ 


aX 


1^ 


/-H-c/=:-p— ,       -^J^-*-/  ^'^-t-c  on  trou- 


^y     4-1-4  ^^  j  -  --^  -^«"z  ;  puirque 


la    valeur    de  |f  ,  ou  la  fuite  ^jT"^  -h-  XJ^ 


d^  '  ""  **  ^'"^'^  IPTJ"      -^  rq:2 


c  étant  multipliée  par  la  corrélative/  devient 


?y 


a 


j*-**/    l^''T^?T,  &  en  divifant  cha- 


que terme  de  cette  fuite  par  Texpofant  de  /  dans  ce 


terme ,   on  trouve  *  = iii^-  -+.  — z!_  .^  t  J  y 

De  la  même  façon  l'équation  4^=  a'  donne  /  = 


•j*  >  37 — '~r  «onne  ^= — j^  ;    mais    1  équation 
^=:-  donne /ss-^,  car,  fi  on  multiplie-  par  », 


/ 


9 

II.  Partie.    Chap.  IL  6^ 

h  produit  fera  a,  ou  ax^,  &  il  on  divife  par  l'expo- 
{ant  de  m  dans  4^  ou  dans  a^^  y  le  quotient  fera-^^ 
quantité  infinie  y  qui  doit  être  la  valeur  de  /  « 

CCCLIV. 
Quand  on  trouvera   dans  la  valeur  du  rapport  i^ 


un  terme  Hmple,  corne  -,  ou  une  fraélion  dont  le  de* 

Dominateur  eft  la  variable  corrélative  d'une  feule  dî« 
menfion,    on    pourra   intégrer  ce    terme   par  les  loga« 

a  d  t 

rithmes  hyperboliques  puifque  S.  — —  =  /^I,,*,  ou  bien 

ayant  fuppofé  la  variable  corrélative  m  égale  a  la  fbm- 
me  ou  a  la  différence  d'une  autre  variable  %,  &  d'une 
confiante  c  prife  a  volonté  ,  on  fubftituera  cette  fem- 
me, ou  cettQ  di^crence  au  lieu  de  k^  8c  dz  zu  lieu  de 

dx.  Par  exemple,  fi  Tequation  eft  j-r=-^  ,  on  aura  dy 
^  y  y=>aL.x ;  ou  bien,  ayant  fuppofé  «^=rr-+.«, 


on   aura     dx=zd%^  -  =- 

.4  ^     dx  dz  c  ce  ^î  ^4  ^ 


par   ia    /bliition    du  Problème  / 


tf  z  tf  gg  a^ 


c  7.CC  3 

3^ 
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—  IL  &c.  On  pourra  enfuite  rcni«ttre  ;tf— c  au  liea 

de  %  dans  cette  valeur  de  /  ; 

Si  Tequation  propofée   etoît  77=  — -+3— ^^5 

OU  <//= — 4-3^^— '«xi/^*,  en  fe  fervant  des  loga* 


rithmes    hyperboliques    on    auroit  /  =  2L.x— i-3x 


I    ? 


—  X  ^  ou  bien  en  fubftituant  i  -+  %  au  lieu  de  x  ^  on 
auroit  -r-  =  T^rr -*-^  —  (i-*-»)*^  &  en  reduifant 
par  la  divifion  la  fraflion  ■  !.-  en  ferie  infinie  2  — 
2%;-+2%«  — 2X^— «-la^Ô'r. ,    on    trouveroit   -^=4 

*~4«-4-«K  — 2«  -4-2»  Ù'c.  ^  &  par  la  folution  du 
problème /=:4»  — 2  «%-4-  —  % %  -+  — %   O^r. 


Si   Tequation   etoit  ^z=zx    *—4-x    ^  —  x*, 


ou 


X 


df=z9§     *  ^x— l-x    'Jx— x*i/x,  en  intégrant  de  cô- 


té   &    d autre,    on    auroit    i'^=2x*  — hL.x  — —  x*  . 
Mais  fi  on  vouloit  fiibftituer  i— »  pour  x,    &  —  i/jc 


I 


pour  ^Xj  on  auroit  -^  =  (1— •«)    *r+(i— ;5) 


IL  Partie,  Chap*  II,  ^^ 


Or  le  terme   ^         donne   par  la  divifion  la  ferie  î 

nie    I -+%-*•»*-+«' Ô*r.;    le    terme   <^i— «   donne 
par  Textraflion  de  la  racine  la  ferie  i— •—«— ^  jx«— • 

4«^^^.,  &  le  terme    ^  '     ^ ; j-î 

donne  par  la  divifion  i-h-  — «-+y*»-+^«' ^^m  &5 
fuivant  la  fblution  da  Problème  >'=^— «—»»—•  —  a;* 


II    4 


'1^  &C. 


J« 


CGCLV. 

On  peut  refondre  le  même  Problème  par  une  au« 
tre  méthode  générale  alTez  Êicile,  &  qui  neft  qu'un 
Corollaire  de  ce  que  nous  venons  de  dire.  Soit  pro« 
pofé  d'intégrer  Tequation  dififérentielle  a  deux  variables 

=  a,  dans  laquelle  A^  By  C y  Dy  &c.  font  des  fon* 
£lions  de  conltantes  &  de  la  feule  variable  ;f^  &  les 
expofans  m,  ny  py  m  —  »,  C^c.  des  nombres  entiers 
poiîtifs*     On  prend  pour  cela  une  troifieme  variable  a 

I 
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quon  fuppofe  =77^  d'où  l'on  tire  d/=:zdx;  dy^=z 

^dn^\  dy'^^''=27r-U9r'^'';  d/^^^^ZT^-^f  X 
^^w— />.  (yç^  On  fubftitue  ces  valeurs  au  lieu  de  dy^^ 
àjT^^  -i  ^y^~^  ^  ^^^  d^^s  l'équation  propofée,  &  oa 
la  change  en  Adx'^^BzT dK^^C%r-''d9r ^ 
'Dz^^fdsr^(iyc.'=.o^   qu'on    divife   par    le    faaeur 

commun  à^T .    Le  quotient   eft  A^^Bz" ^¥C%^'^^ 


D«^~'^-+Ô'c.=:o5  équation  a  deux  variables  x ,  «; 
puifque  A^  B  ^  C  ^  D  y  (^c.  ne  contiennent  que  la  va- 
riable 91  avec  des  confiantes.  On  trouvera  donc  par 
cette  équation  la  valeur  de  «  en  «j,  &  en  confiantes. 
On  fubftituera  cette  valeur  au  lieu  de  %  dans  %d9e^ 
qui  deviendra  par  cette  fubftitution  une  différentielle 
d'une  feule  variable  x;  on  l'intégrera  donc  par  les  mé- 
thodes de  la  première  partie,  &  fon  intégrale  fera  éga- 
le a/,  puifque  %dx=idf^ 

Suppofons  quon  veiiille  intégrer   l'équation  Adx^ 


^•^Bdf^'^Cdocdyzzzoy  on  aura  dans  l'équation  géné- 
rale D=:oy  w=r2,  »  =  i,  &  en  faifant  z=,^y  on 

trouvera    ^-t-JB«*H-C«=o ,  ou  ^^^^^=^—^jy 


IL  Partie.    Chap.  II.  ^y 

d'oà   l'on   tire    «  =  ll£^££|EiZI  ;    dj^^zd^^ 


Ts '  ^  y — "*• 


C£» 


y.  £i£££pIZI-i.  j©  confiante . 

Si  on  fuppofe  de  plus  ^=^,  Cz=z,ay  B  =  -^«r, 
par  confequent  2£=»,  &  CC — 4^B=:4i««-~*2^», 
on  aura  ///= — -^j-^  r±  "7- ''«^— ï^  >   &j  en  inté- 


grant  de  part   &  d'autre /=j^  confiante  •— 4jLn 
y.-^  *^4<» — 2^x.  Or 5. -p l^iitf —  2 ^=  2 #^/ï— 2 ^« 

-+rfL.-y^===T=--^    (  Art.  u.  )  .    Donc    yrsjO-i- 

2^^afl— 2^»t— ^£.xzf:4£/llZll!"'%    en   pre- 

nant  les  Ic^ari  dîmes  hyperbolic^ues  • 

CCCLVI. 

Problème  IL  Trouver  par  les  feries  les  înté- 
^les  des  équations  difTérentielles  de  la  féconde  claffe, 
ou  de  celles  qui  contiennent  les  deux  variables  finies  n 
&/,  avec  leurs  premières  différences  dx  de  dy  élevées 
a  (quelques  puiffances  ou  produits  que  ce  foit. 

Solution*  i.^  Il  faut  réduire  l'équation  propo- 
{ée    a  la  forme    prefcritte^   en  mettant  d'un    côté   du 
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figne  d'égalité  le  rapport  7;  j  ou  -jj  des  premières  dif- 
férences, &  de  lautre  côté  la  valeur  de  ce  rapport  ex- 
primée  par  une  fuite  finie,  ou  infinie  de  termes  fim-: 
pies  (Art.  cCcL. ).  Par  exemple,  fi  Tequation  propo- 
féc  eft  rf/=:J;»— 3*^x— l-/</x— ♦•^^^x-^-x/ Jx,    il 

faudra  la  réduire  a  la  forme  •^=1  — 35^-4-/ -4-^^ 

•H-x/,  en  divifant  par  dx, 

2.^  L'équation  étant  ainfi  préparée,  on  difpofera 
fes  termes  fuivant  les  dimenfions  des  deux  variables  x, 
&  / ,  mettant  en  premier  lieu  ceux  qui  ne  font  point 
aifeélés  de  la  variable  reladve,  enfui  te  ceux  où  cette 
variable  fe  trouve  •    Ainfi   dans  l'exemple   propofé   on 

ccnra  "77=1  —  3^-+^^-*-/-+^/,  mettant  en  pre- 


mier lieu  les  termes  i-4-3x— v-a^x,  dans  lefquels  la 
variable  relative  /  ne  fe  trouve  point ,  8c  rangeant  ces 
termes  fuivant  les  dimenfions  de  la  corrélative  x  dans 
chaque  terme;  plaçant  enfiiite  les  termes  / -h- x^ ,  ou 
la  relative  /  fe  rencontre,  &  en  commençant  par 
ceux,  où  les  dimenfions  font  les  plus  petites. 

3.^  Ayant  décrit  un  reflangle  ABDC^  &  la- 
yant  divifé,  comme  on  le  voit  {Fig.  i.)  par  des  li- 
gnes horifontaies  £F,  Pj^,  iM,  &  pac  la  verticale 
/CJFf,  écrivez  dans  le  reftangle  horifontal  KBFR  la 
fuite  des  termes,  ou  la  variable  relative   ne  fe  trouve 


ÏI.  Pautie;    Chaf.  il  ïfp 

point  5  ceft  a  dire,  la  fuite  i  — 3«i-H-x*,  clans  nôtre 
exemple.  Ecrivez  auITi  du  haut  en  bas  dans  le  re£lan« 
gle  vertical  ERSP  l'autre  fuite  de  ternies ,  oîi  fe 
trouve  la  variable  relative;  c'cft  îcy  la  fuite  -+/'-+«j/; 
4.^  Prenez  le  premier,  ou  le  plus  bas  terme  de 
la  fuite  horlfontale,  ou  la  variable  relative  ne  fe  trou- 
ve point,  Se  qui  eft  placée  dans  le  reflangle  KRFB; 
multipliez  ce  terme  par  la  variable  corrélative,  &  di* 
vifez  le  produit  par  l'expoiànt  de  la  corrélative  dans 
ce  même  produit  •  Ecrivez  enfuite  le  quotient  de  cet^ 
te  diviflon  dans  le  re£langle  horifbntal  le  plus  bas 
NHDMf  pour  le  premier  terme  de  la  ferle,  qui  doit 
exprimer  la  valeur  de  la  variable  relative.  Dans  nè^ 
tre  exemple  il  faut  multiplier  le  premier,  ou  le  plus 
bas  terme  i  de  la  fuite  i— -jx—h^jf  par  la  variable 
corrélative  x,  divifer  le  produit  $c   par  Texpofant  i    de 

X  dans  ce  même  produit  x*  ,  &  écrire  le  quotient  x,' 
qui  vient  de  cette  divifion  dans  le  reftangle  NHDM 
a  côté  de  la  relative  /  ;  ^  fera  le  premier  terme  de  la 
ferie  quon  cherche,  &  qui  doit  exprimer  la  valeur  de 
y  en  x. 

5.®  Pouf  trouver  le  fécond  terme  de  cette  ferîe, 
fubftituez  dans  tous  les  termes  de  la  fuite  verricale  pla- 
cée dans  le  reélangle  ERSP  le  premier  terme  que 
vous  venez  de  trouver,  au  lieu  de  la  variable  relative, 
&  écrivez  la  valeur  de  chaque  terme  dans  le  reftangle 
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RS^F  a  côté  de  ce  même  terme  ^  &  dans  le  rang^ 
^ui  convient  a  la  dimenfîon  de  la  variable  corrélative 
dans  cette  valeur  «  Ainfi  dans  nôtre  exemple  il  faut 
fubftituer  ^  au  lieu  -de  y  dans  les  termes  — k^^-+.x/, 
ce  <jui  donnera  les  valeurs  -4-x,-4-;tfx.  On  écrira  donc 
la  valeur  -4-x,  a  côté  de  /  au  fécond  rang^  fous  le 
terme  de  même  diraenfion  —  3^>  &  la  valeur  ^^X9c 
a  côté  de  stf  au  troifieme  rang  fous  le  terme  de  mé* 
me  dimenfîon  — »-*x  de  la  fuite  horifbntale  i  —  3^— h 
xH  •  Après  ces  opérations  prenez  dans  le  re^angle 
KS^B  la  fbmme  des  termes  dans  lefqueis  la  variable 
corrélative  a  la  plus  petite  dimenfîon  après  le  plus  bas 
terme  de  la  fuite  horifontale,  q^ui  efl:  icy  i  :  Cette 
fomme  fera  dans  nôtre  exemple  —  ^x-^x^zz  —  2  x^ 
comme  on  la  voit  au  fécond  rang  dans  le  reclangle 
des  fommes  SNM^  Multipliez  cette  fomme  par  la 
variable  corrélative,  &  ayant  divifé  le  produit  par  Tex- 
pofant  de  la  corrélative  dans  ce  même  produit,  écrivez 
le  quotient  de  cette  divifion  dans  le  reftangle  NHDM 
pour  le  fécond  terme  de  la  ferie,  qui  doit  exprimer  la 
valeur  de  la  variable  relative  «  Ainfi  dans  nôtre  exem- 
ple, on  multiplie  ia  fomme  — *2«  par  la  corrélative  x, 

&  ayant  divifé  le  produit  —  2x*  par  Texpofànt  2  de 
96  dans  ce  produit,  on  écrit  le  quotient  — xx  pour  le 
fécond  terme  de  la  ferie,  qui  doit  exprimer  la  valeur 
de  /  en  x^ 


IL  Partie •    Chap.  IL  7î 

<J,^  De  m^me  pour  trouver  le  troifieme  terme 
de  cette  fene^  on  fubfli  tuera  dans  tous  les  termes  de 
la  fuite  verticale  placée  dans  le  reftangle  ERSP  le 
fécond  terme  de  la  ferle,  ou  le  quotient  qu'on  vient 
dé  trouver )  au  lieu  de  la  variable  relative,  Se  on  ecri* 
ra  la  valeur  de  chaque  terme  a  coté  de  ce  même  ter* 
me  dans  le  reftangle  RS^F^  &  au  rang  qui  convient 
a  ia  dimenfion  de  la  variable  corrélative  dans  cette  va* 
leur.  Dans  nôtre  exemple  on  fubftituera  — *m4^  au  liea 
de  /  dans  les  deux  termes  —*•/  Se  -*-*/;  ce  qui  donnera 


les  valeurs  —  ««,  8c  —x'  •  On  écrira  donc  —  «ir  a 
côté  de  -♦-/  au  troifieme  rang  fous  le  terme  de  même 
dimeufion  — 4-xx  de  la  fiute  horifontale  i  — 3*^—1- ;fx. 


&  la  valeur  — x^  a  côté  de  -4- x/  au  quatrième  iang« 
Enfulte  on  prendra  dans  le  reflangle  la  fomme  des  ter« 
mes,  dans  leiquels  la  variable  £orrelauve  a  la  plus  pe- 
tite dimeo/ion,  après  ceux  dont  on  a  pris  la  fomme 
dans  le  nombre  précèdent.  Cette  fomme  efl  icy  irw— « 
XX— t-xx=xir.  On  la  multipliera  par  la  variable  corré- 
lative, &  ayant  divifé  le  produit  par  Texpoiànt  de  la 
corrélative  dans  ce  même  produit,  on  écrira  le  quo- 
tient de  cette  divifion  dans  le  reAangle  NHDM^  pour 
le  troifieme  ternie  de  la  ferie,  qui  doit  être  la  valeur 
de  la  variable  relative.  Dans  nôtre  exemple  on  multi- 
pliera la  fomme  -+xx  par  x,  &  ayant  divifé  le  pro- 
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doit  »'  par  Texpolânt  3,  on  écrira  -t-^  ,  ou  -f  «   pouf 
le  troifiéme  terme  cherché. 

7.°   £a  continuant  d'opérer  de  la  même  manière  y' 

on  trouvera  le  quatrième  terme ,  qui  eft  icy  —  -^  <e*  . 

Car  la  fomme  •h--»'—  «'=— 1-«^  étant  multipliée 

par  M  donne  le  produit  —  -«*  qu'on  doit  divifèr  par 
l'expoiànt  4,  pour  avoir  It  quotient,  ou  le  quatrième 
terme  ~^  n  *^  ^^"~î  ^^  •  Enfin  on  trouvera,  en  conti- 
nuant les  mêmes  opérations,  le  cinquième  terme,  &  tous 
les  autres  fuivants,   de  forte   qu'on  aura /'=x— «xx— ir 

Ce  Problème  eft  celui  dont  M.  Newton  parle  en 
ces  termes  dans  la  méthode  des  fluxions  :  Sic  demum  ad 
fincm  perduxi  hoc  valdc  Inmcafum  &  omnium  aliorum 
iiifficillimum  Problema ,  quando  dua  folum  funt  fluentes 
quanfitates ,  una  cum  flunionibus  fuis  in  propoftta  aquatio- 
ne.  Enfuite,  parlant  de  la  demonftration  du  même  Pro- 
blème ,  il  ajoute  :  Hoc  paSlo  folutum  eft  Problema ,  fed  la- 
tet  demonftratio  .  Cum  autem  tôt  &  tam  varia  contineat 
boc  Problema^  ut.  demonftratio  fyntbetice  f%nc  manimis 
4tmbagibus  deduci    nequeat  ex  genuinis  ejus  fundamentis^ 

fufficiçt 
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fufficict  eam  bre^lter  indicare  andytice .  Propoftta  ighur 
aquafione ,  &  opère  pera6lo ,  unta  num  en  aquatione  re- 
perta  rcgredi  liceaf  ad  propofttam  :  la  demonftration  de 
Newton  ne  conFifte  qua  vérifier  Toperation,  lorfquelle 
eft  faîte  ,  &.  a  examiner  fi  elle  rend  la  différentielle  pro- 
pofée .  Msùls  nous  donnerons  icy  une  demonftration  gé- 
nérale de  ce  beau  Problème  5  tirée  des  principes  du  cal- 
cul différentiel* 

Démonstration.     Puîfque  ^  =  1  — 3«-+;fjr 

^y  -+  x/ ,  en  multipliant  de  côté  y  &  d'autre  par  d  sc^ 
on  aura  dy=zdH  —  ixdx-^xKd9C'^ydM'^xyd99\  &> 


en  intégrant^   on  aura  ^==:x— xx-+-  «'-f  S.ydx 

S.Kydxy  Joù  Ton  voit  que  h  t^  le  premier  terme  de 
la  (erie^  qui  doit  exprimer  la  valeur  de  la  variable  re- 
lative ^  en  * ,  8c  qu*on  trouve  ce  terme  en  intégrant 
dxy  cefi  a  dire,  en  multipliant  x  par  la  corrélative  x, 
Se  en  divifant  le  produit  x  par  Texpofant  i  de  x  dans 
le  même  produit,  ce  qui  eft  l'opération  prefcritte  N.^  4» 
Si  on  fuppofe  prefentement,  comme  on  a  coutume 
de  faire  dans  laualyfe ,  que  la  ferie  qu'on  cherche ,  & 
qui  doit  exprimer  la  valeur  de  /  en  x,  fcMt  trouvée, 
&  quelle  foit  reprefentée  par  x— 4-X,  x  étant  fon  pre- 
mier terme,  &  X  la  fuite  de  tous  fès  autres  termes 
après  le  premier,  en  fubfti tuant  x-+-X  au  lieu  de/ 
dans  les  deux  ternEjes --»-/ ,  -^-Pf/,   on  aura  y^^xy:=^ 
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^-4-;»x— l-X—fr-xX,   &   requation   d/=zdpc -^^xctx 
ê$ 9cd x-^(/ -^ xf)4i X dcvÏQnàn  df^^zdx — ^nds^^x^dx 

-4-  9cdx^^xx  dx 
é^(X^^9(X)dx;    &  en    intégrant  de  côté  &  d autre , 

on  aura /=«— «x-+-^x^-*-S*.(X-+xX)i/x;  par   oiji 

Ton  voit  que  le  fécond  terme  de  la  ferie,  qui  doit 
exprimer  la  valeur  de  /  en  j^,  eft  -— xx,  &  qu'oa 
trouve  ce  fécond  terme  en  fubftituant  le  premier  ter- 
me X  pour  /  dans  — *-/-*- ^/j  &  en  intégrant  la  diffé- 
rentielle ^x (—  3  X -4-x)  ,  ou  —  ixdxy  c'eft  a  dire  , 
en  multipliant  la  (bmme  —  i  m  par  la  corrélative  x , 
&  en  divifant  le  produit  —  2xm  par  Texpofant  2  de  x 
dans  ce  même  produit ,  pour  avoir  le  quotient  — «xx« 
Ceft  l'opération  prefcritte  N/  5. 

Suppofant  de  la  même  manière  que  la  ferle  qu  on 
cherche  foit  x— xx— hX',  X'  reprefentant  la  fuite  des 
termes  de  cette  ferie  après  les  deux  premiers  x  —  xx, 
on  aura  /=x— hX=x  —  xx-i-X';  par  confequent 
X= — XX-4-X',  &  en  fubftituant  — xx-+X'  au  lieu 
de  X  dans  les  deux  termes  — hX— hxX,  on  aura  -+X 

«^X=:— *x — M  -4-X'-i-«X',   &   l'équation  <// 


<^* — 2*</«-t-2«*</«i-t-(X-4-xX)</*    deviendra   i//= 

-—)t*dtt 
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intégrant  de  part^   &  d'autre   on  aura  /=:ji-i-MM.^« 


i 


-*  — ^x^-h^-CX-t-xX^Ji/x;    doà    Foa    conclût 


«  .  î 


ijue   —  sr  eft  le  troifîeme  terme  de  la  ferie,  qui  doit 

exprimer  la  valeur  de  /^  en  x  ^  &  qu^on  trouvera  ce 
troifîeme  terme^  en  (ubftituant  le  fécond  terme  — *x« 

pour  X  dans  X^^nXy   ce   qui  éonne  ^^nn-^n^  ^ 
quon  trouve   auili  en  fubfHtuant   — »xx   pour  /   dans 

^— hx/>   &   en  intégrant  la  différentielle   (m* 


K*)^x^  ou  -+«*</x;   ccft   a  dîre>   en  multipliant    la 

fomme    x*   de  — *-x*— *-x*— x*    par   la  corrélative  x^ 

pour  avoir  le  produit  x^,  Se  en  divifant  ce  produit  par 
rexpofant  3;  de  x  dans  le  même  produit^  pour  avoir  le 

quotient  -+•— x^  *    Ceft  Toperatîon  prefcritte  N,.*  tf* 

De  même  fi  on  fuppofe  que  la  ferie  qu'ion  cher- 
che foit  X— XX— V— x'^-^X",  X"  reprefèntant  la  fiiite 
des  termes  de  cette  fcrie  après  les  trois  premiers  x~- 

«UH — «',  oa  aura  yrzrx— kx-*'X'=«— **-4— -« 
'•hX";    par  confequent  X'=-7J»^-»-X";    &  en  fubfti- 
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tuant  —  «  — t-X"  au  lieu   de  X'   dans   les  deux   termes 


X'-H-xX',   on  aura    X'-t-xX'=-j»*-+-«*-t'X'' 

( X'-4- j^ X') rf M    deviendra     df:=:ds'^2xdx-^K^j9i 
•— ^'i/«-*.-x^i/x-+(X^-t-xX")^x,   &,  en  intégrant, 

«n  aura  y=x—- x;*-*-  — x  — «-7^  -4-  — x  -+y.(X 

9(X'')d9$;  d'où  Ton  conclût  que  — -jx^  eftla quatrième 

terme  de  la  ferie,  qui  doit  exprimer  la  valeur  de/'  en  x ,  & 
qu  on  trouve  ce  quatrième  terme  en  fubftituant  le  troifieme 


—  x^  pour  X'  dans  X'-+  x  X';  ce  qui  donne  —  x  — h  —  x% 
qu  on  trouve  aufli  en  fubftituant  — ♦-  -^  x'  pour/  dans/  — H  x/ , 
&  en  intégrant  la  différentielle  (  — ;»'-§. -i^ie^Jx),  ou 
— — X  ^x  ,  ceft  a  dire,  en  multipliant  la  fomme 
— -— X  de  —  x^-H — X  par  la  corrélative  x,  pour 
avoir  le  produit  — — «  ,  &  en  divifànt  ce  produit  par 
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±  4 2.  * 

i2  '         6 


rexpofant  4  de  x  dans  le  même  produit,   pour  avoir 

Ceft  l'opération  préfcritte  U.^y. 

On  voit  clairement  qu'on  peut  démontrer  toutes 
les  autres  opérations  préfcrittes  dans  la  folution,  &  que 
cette  demonftration  peut  s'appliquer  a  tous  les  cas: 
donc  &c.    C.  ^  F.  D,   ' 

Nous  allons  eckircir  par  des  Exemples  les  difficul- 
tés qui  peuvent  fe  rencontrer  dans  la  pratique  de  cette 
joiethode . 

cccLvir. 

Exemple  I.  L'équation  propofée  étant  ^ —  i  -f. 

*~*"^»~^'7i — •"  ~  ^'^*  *  ^'infini ,  on  écrit  le  terme 
I  dans  le  reftangle  horifontal  KRFB  (  F%.  2.  )  & 
toute  la  fuite  des  autres  termes  dans  le  re6lan<»le  ver- 
tical ERS  F»  On  multiplie  le  terme  i  par  «  & 
ayant  divifé  le  produit  »  par  l'expofant  i  de  «,  on 
écrit  le  quotient  x  dans  le  reftangle  NHDMy  poui^lc 
premier  terme  de  la  fuite  qui  doit  exprimer  la  valeur 
de  f  en  *. 

On  fubftitue  dans  tous  les  termes  du  fe^anglo 
vertical  ERSP  U  quorient  ou  le  premier  terme  x  au 
lieu  de  ^ ,  &  on  écrit  la  valeur  de  chaque  terme  a 
pôté  de  ce  même  terme  dans  le  reélangle  RS^F  au 


k 


78  Elemens  du  Calcul  inte'gral 

rang  qui  coavient  %  la  dimeafioa  de  la  corrélative  dans 

la  valeur  de  ce  terme*  Aînft  on  écrit  *  valeur  du  ter- 

4 


^  a  côté  de  ce  terme  au  fécond  rang:  — 


in  terme  ^  a  côté  du  même  terme  au  troifieme  rang; 


^  valeur  de  — f  a  côté   de  ce   terme  au  quatrième 


4J*  a- 


jang  ^  8cQ^  Enfuite  ^  pour  trouver  le  fécond  terme  de  k 
ferie  quoa  cherche,^  oa  multiplie  *  par  itf,  pour  avoir 

le  produit  ^  ,  quon  divifera  par  rexpofant  2;  &  oa 


XX 


écrira  le  quotient  -^  dans  le  re£langle  NHDM  pour 
le  fécond  terme  de  la  ferie  *    Pour  trouver  le  trcifie- 

me  terme  de  cette  ferie  ^  on  fubftitue  le  fécond  terme 
au  lieu   de  y  dan&  tous  les   termes,  du  re£langle 


»* 


a^4 


vertical  ERSP^   on  écrit  la  valeur  de  chaque  terme 
a  ion  rang  dans  le  re£Ungle  fiF^\  marquant  *^ 


X  X 

aa 


a  côt<S  du  terme  -^  au  troUiemft  rang;  -1-  a.  côté  du 

4  **"»*» 


terme  -^    au  quatrième  lang^  &c«    On  prend  enfuite 
la  Comme  des  termes  dii  troUieme  rang,  qui  -eil  -h 
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J!i--t.4f =i4f ,  &  oû  la  mdtifdie  par  «,  pour 

avoir  le  produit  ffjy  quoû  divife  par  rexpoËmt  3, 

&  on  écrit  le  quotient  ~^  pour  le  trolfieme  terma 

de  la  ferie  dans  le  re£langle  NHDM^    £a  continuant 
de  même  les  opérations  préfcrittes  dans  la  folution  da 

problème,  on  trouve /=:x-^7j-+-^-+ —-^-^ 

H- — r  ^^*  a  Tinfinî. 

Il  £iut  remarquer  que  dans  cet  Exemple  on  ne 
seft  propofé  de  poufler  la  ferle  qui  exprime  la  valeur 
de  >"  en  x,  que  jufqua  la  fixieme  dimenfion  de  m,  & 
que  ceil  pour  cette  raifon,  quon  a  omis  dans  Topera- 
tion  tous  les  termes,  quon  prévoyoit  devoir  être  inu- 
tUes  pour  cette  fin,  comme  on  la  indiqué  par  le  figne 
ScC)  quon  a  ajouté  a   toutes  les  fuites   Interrompues • 

cccLvni, 


X 


Exemple  II.  Si  on  propofoît  Tequatiofij' 


&  çu'oii  ne  voulût  pouflèr  la  ferie  ijui  doit  exprimer  la  va-; 
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leur  de  /  en  X ,  que  jufqu  a  la  feptieme  dimennon  de  ^  y  od 
dîfpoferoit  les  termes  de  Tequation  félon  Tordre  préfcrit^ 
en  plaçant  les  termes ,  ou  la  relative  f  ne  fe  trouve 
point,    dans  le  reélangle  horifontal  KRFB    (Fig.  3.) 

làns  paflèr  au  de  la  du  terme  —14*  ,  puifqu^on  veut 
xejetter  de  la  ferie  qui  doit  exprimer  la  valeur  de  / 
en  X  tous  les  termes  dans  lefquels  la  di  mention  de  x 
furpafle  7,  &  puifquil  faut,  fuivant  la  règle,  raultî-  [ 
plier  par  la  corrélative  x  tous  les  termes  qui  font  dans 
le  reélangle  KB^S^  ou  toutes  les  fommes  du  reftan- 
gle  SNM^y  pour  trouver  les  termes  de  la  ferie  qu'on 
cherche  •  On  mettroît  enfuite  dans  le  reftangle  vertical 
ERSP  les  autres  termes  de  l'equatîon,  dans  lefquels 
la  relative  /  fè  trouve ,  fans  aller  au  delk  des  termes , 
qui  donnent  jufqu  a  la  fîxieme  dimenfion  de^,  lorfqu'on 
fubftitue  les  valeurs  de  /  en  m  dans  ces  mêmes  ter- 
mes* Ainfi  puifquon  trouve,  fuivant  la  règle,   que  le 


premier  terme  de  la  ferie  qu  on  cherche ,  eft 


^     XX      y 


2 


&  qu  il  faut   fubftîtuer    —  -^  ^  x  pour  / ,  dans   les  ter- 
mes du  re£langle  vertical  ERSP  y  ce  qui   donnera  -n- 

4                       6                              P5o?             *7^ 
lox  /=r—i5x  ;^xff=:^^x  y  8cf  = g-x  ; 

on  voit   bien   quil    feroit  inutile^   lorfquon    ne   veut 

pouffer  la  ferie  que  jufqu  a  la  feptieme  dimenfion  de  x, 

de 
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de  marquer    dans  le   reftangle   vertical  ERSP  les  ter* 

mes  -4-  izx^f&c. ,  — x/^  &c. ,  -4-/^  <Tc. 

Après   avoir  ainfi    difpofô  les   termes  de  Tequation 
dans  le    reébngle  AXTBy  on  trouvera  fans  difficulté 

les    quatre   premiers    termes  — ^  9cm  —  î*'*— ^  «^— 

~  »'  de  la  valeur  de  /  ;  mais  comme  les  puiflances  /*  , 

y&c.  ie  trouvent  dans  les  termes  du  reftangle  vertical 
ERSP  y  &  puifque,  pour  trouver  les  autres  termes 
de  la  ferie  y  qui  doit  exprimer  la  valeur  de  /^  il  fauc 
fubitituer  dans  ce  re£langle  les  valeurs  de  ces  puiilan- 
ces  en  X,  oa  aura  befoia  des  prenliers  termes  du  quar<* 

re  ^  du  cube^  &c*  de  la  ferie  —  \  n  —  2jc^      "J  s^^&c.^ 

qu'on  trouvera  en  multipliant  cette  ferie  par  elle  même 
autant    de  foîs^  quil   fera   necefTaire;  ce   qui   donnera 


4.  8    -  ^"^'y  7  —        8 

en  négligeant  les  autres  termes ,  ou  la  dtmenfion 
de  M  furpaffe  6;  par  ce  qu^on  ne  veut  point  icy 
pouflèr  la  ferie  qu^on  cherche  au  delk  de  la  fèptîe- 
me  dimeniion  de  «.  Nous  avons  nurqué  les  pre* 
miers  termes  de  ces  puiiTances  dans  le  reftangle  CXTDy 
&;  il  &udroit  en  augmenter  le  nombre  fucceflivement^ 
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2  mefure  qu'on  voudroit  pouffer  plus  loin  la  fcrie  qui 
exprime  la  valeur  de  /  •     On  trouve  de   cette  manière 

î  ?  a^     4  pi     s         ïii    6         567     7 

^2  ^  20  16  J5 

dfc.  quantité  négative;  d'où  Ton  conclàt  que  Tune  des 
deux  variables  x  &/,  augmente,  tandis  que  lautre 
diminue.  Au  refle  on  voit  par  cet  Exemple  comment 
il  faut  procéder  dans  tous  les  autres  cas,  qui  renfer- 
ment les  puiflances  quelconques  de  la  quantité  relative. 

CCCLIX- 

Exemple  IIL    On  refoud  de   la  même  manière 
les  équations   dans    lefquelles   la   quantité    relative    eft 

élevée   a  des  puiflances    fraélionaires ;   par   exemple,   ii 

I 

on  propofe  Tequatîon  ^  = -j / — 4^/-*-^/^* — T^*' 

7^*— 1-2/',  dans  laquelle  la   quantité  relative  x  eft 

élevée   a  la  puiflànce    fraftionaire  --  ;   on  en   difpofera 

les  termes,  fui  vaut  Tordre  préfcrit,  dans  le  reftangle 
ACDB  {Fig.  ^).    Enfuite  on  multipliera  le  premier 

terme  — »-  -  /  par  la  quantité  corrélative  / ,  &  ayant 
divifé  le  produit  --/*  par  Texpoiànt  2,  on  écrira  le 
quotient    •-;  //  dans  le  reftangle  NHDM  pour  le  pre- 
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mîer  terme  de  la  ferie ,   qui  doit  exprimer  la  valeur  de 
ai  en  / .  Pour   trouver  le   fécond  terme  de  cette  ferie , 

on  fubftiruera   —y   pour  **,  &   "^/*  P^"^  ^^  ^^^^ 
les  termes  dn  reâangle  vertical  ERSPy  &   on   écrira 

dans  le  reftaagle  RS^F  y^  pour  2/91^  a  côté  de  ce 

term&  au  fécond  rang^  &  "~TS^*  P^^^  — ^^^  ^  ^^* 

té  de  ce  terme  a  fon  rang.  On  prendra  la  fomme  des 
termes  — 4//-^//=— 3//>  qu'on   multipliera   par 

/  pour  avoir  le  produit  — îf^i  on  divifëra  ce  produit 

par  1  expoiant  3  ;  îe  quotient  fèra  — ^^^  qu  on  écrira 
pour  le  fécond  terme:  de  Ja  ferie  dans  le  reftangle 
NHDlVf.  Après  cette  opération  on  commencera  a 
chercher  les  premiers  termes  de  la  racine  quarrée  de  x ,  c  eft 

adfre^  deJaiêrie  -^yy — y^  Ô'a    On   trouve:  que  les 

I 

deux  premiers  termes  de  cette  racine  (ont  -/ — y  y  y 
Zl  que  les  deux  premiers  termes  de  *x,  ou  du  quarré 
de  la  ferie  -/^ — y^  (3>u  font  "^^""^/^  • 

Mais  y  par  ce  qu  on  ne  veut  pouffer  icy  cette 
feney  que  jufquau  terme  où  la  dimenfion  de  /  ne  paf- 
fe  pas  5 ,  on  omettra,  tous  les  termes  dans  lefquels  cet- 
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te    dimenfion   de  /   furpafle    4*     On   fubftituera    donc? 

d  abord  dans  ks  ternies  du  rectangle  vertical  ERSP^ 

1  I 

—  y^^yy  pour  ^* ,  &  on    aura    2/5»*  =—4-//—» 

*/*>    quon    écrira    dans   le    reélangle  KS ^JF   a  fou 
rang  •    On    écrira    de   même /      pour   —  —  x  ;« 

dans  le  même  reftangle  a  côté  de  —  —  xx,  &  a  fon 

rang,     Enfuîte    on  multipliera   le  terme  -4-7/*,   qui 
fe  trouve  feul   de  fa  dimenfion,   par  la   corrélative  /, 

pour  avoir  le  produit  — *-7/*  j  qu'on  divifera  par  Fex- 

pofant  —,    ce  qui   donnera    le   quotient    2/*,    qu'on 

écrira  dans  le  re£langle  NHDM  pour  le  troifieme  ter- 
me de  la  ferie    ou  de  la  valeur  de  x   en  /  •     On  aura 

1  L 

donc  x  =  — //-^/  — 1-2/*  Ô'r,,  &  x*  =—/—//-+? 

2y^  &c.  en  fubfti tuant  dans  le  reflangle  ERSP  — /— r 


X 


//— h2/*  au  lieu  de  x*  ,   on  aura  — *-2/x*  =-4-/// 
•-'2/^-»-4/*,  quon  devroit  écrire  dans  le  reflangle 
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X 


RS^F  a  côté   du  terme  -+-2/**.    Mais,   comme 


on 


i 


a  de)a  écrit  les  deux  termes  -+•//  —  2/    ,  on  na 


plus  qu  a  ajouter  le  troifîeme  terme  -4-  4/  *  •  De  mê- 
me en  fubftituant  dans  le  reftangle  ERSP  ^^  pour 

XX  y  on  aura  —  —  «•;?=:  — -y  ,  qu'on  a  déjà  marqué 
dans  le  reélangle  RS^F.  .On  prendra  la  fomme  des 
ternies  correfpondans   -+2/^  —  2/    y  qui,  étant  zéro, 

ne  donne  rien.  Enfuite  on  prendra  le  terme  4/*  ^ 
qui  eft  feul  de  fa  dimenfion ,  on  le  multipliera   par  f  ^ 

pour  avoir  le  produit  4/  * ,  qu  on  di vifera    par  Texpo- 

fant   —,  &  on  écrira  le  quotient  —1-  —f *  dans  le  re- 

flangle  NHDM  pour  le  quatrième  terme  de  la  fuite; 

Z  1 

On  aura  donc  «j  =  — //—/'— 4-2/* -+—/*  Ô'r,,  dont 

1  1 

la  racine  quarrcc,  oh,  x^  eft  — /— //-+2/*— /^Ô'r. 

Enfin,  en  fubftituant  dans  le  re£langle  ERSP  -^/-^ 

1  L  - 

//-+2/'* — f^  au  lieu  de  ** ,  On  aura  -i-2/';i*s5 
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7, 

-+//"— 2/  -+4/*  — *2/   5  quoa  devroit  écrire  dans 

X 

le  refbngle  RS^JF  a  côté  du  terme  '-^i/x^;  maïs, 
comme   oa  a  déjà  marqué  les  trok  premien    termes 

7 

*+//— ^2/  -+-4/*  ,  oa  fe  contentera  d'ajouter  le. 
quatrième  terme:  —  2  j/^  •.    Pour  la  valeur  du    terme 

•— — ^^=i — ^"/'^  r  Ott  voit  qu'on  la  déjà  écrite. 
Ainfi  5  pour  trouver  le  cinquième  terme  de  la  ferie  ,. 
OU  de  la  valeur  de  m.  en  / ,.  on.  prendra  la  fomme  des 

termes,    correipondans    —2^^ — "t^^^^^  —  7^^    ^     ^^ 

multipliera  cette  Ibmme  par/,  pour  avoir  — — /\  & 
après,  avoir  divifé  ce  produit  par  Texpofant  5  ,  on  écri- 
ra, le  quotient  •~'^*^   pour  le  cinquième  terme  de  la 

ferie  dans  le  reftangle  NHDMy  &:  on  aura  ^.==:— // 

7  2. 

— /  — f-2/*'H — /*— — /^ÔV.,    On  voit  bien  qu'on 


peut  prolonger  cette  ferie  autant  qu'on  voudra  par  ks; 
mêmes  opérations,  contijittéesi 
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% 
CCCLX^ 

Exemple  IV.  Lorfque  h  quantité  relative  a  des 
expoians  fraétionaires  ;  oa  peut  encore  la  réduire  en 
nombres  entiers  par  la  méthode  ordinaire^  c^eft  a  dîre^ 
en  égalant  cette  quantité  relative  avec  Ton  expotant 
fraflionaire  a  une  autre  variable  dont  Texpofànt  foit  un 
nombre  entier,  &  en  fubfHtuant  celle-cy  au  lieu  de  la 
première  dans  toute  Tequation»  Par  exemple ,  Ci  Tequa^ 

tion  propose  eft  ^  =  3  «^'  -4-/^  dans  laquelle  la  quan**' 
tité  relative  y  a  pour  expofant  la  fra£lion  -7  >    on    fup* 


I 


pofera  y  =r  «,  ou  f=:»  ,  ce  qui  donnera  en  dîflKrcn- 
tiant    dy^y^x  à%\  en  fubilituant  ^zzdz  au  lieu  de 

àffy  %%  au  Leu  de  y  ,  &  %    au  Heu  de  /^  Tequation 
deviendra  ^  "^  ^  =:  3^22-4-2;%    ou    en    divifant   par 

32:«;  y- rr  «-*•  —  «,  &,   en  cherchant  la  valeur  de  a: 
en  «  par  la  méthode  de  Newton,  on  trouvera  la  ferîe 

X 

%=-««— ♦•-73— + — r-*""T7rr^<'*  Remettez*'  au  lieu 


216  }a40 

t 


de  %  dans  cette  équation ,  vous  aurez /'=-^ifitf 


«^ 


88  Elément  du  Cai«cui,  inte'gral 


j|4 

jyÔV.,  &,  en  feifant  le  cube  de  côté  &  d autre, 


»    *   .    I    7    .    T     8 


^rsj*  .-j._/-t-gL-^    (yc^    I3e  même   fi  Tequation 


Z         V 

»      2 


propof&  etoit  jj  ==;  ^^ --►  *^^  >ou  27==  2/* -Hr  ^*  >' 

X 

en  fuppofent  zx=2f  y  on  auroit  z%d%^=zdfy  %.'=zy^  y 

XX  t 

«*  /*  ==  X*  «  ^  &  rcquation.  devîendroît  ^^7^  =  2  %  — ♦* 
4î*«,  &,  en  divifant  par  z.%y  ^  =  i -+ -^  x%  d  où  Toq 
tire  rfa==:^jt— *•— X*  ^fx,   &,   en    intégrant    de    coté  & 


&j  en  quarrant  de  part  &  d'autre , /=:xac -*•--«* 


M.  Newton  feît  a  propos^  de  cet  Exemple  une 
remarque  importante,  que  nous  ne  devons  pas  omet* 
tre  ;  c  eft  qu'on  peut  trouver  ime  infinité  de  fêries  dif^ 
férentes  pour  exprimer  la  valeur  de  la  quantité  relati- 
ve par  la  quantité  corrélative,   &  par  des  conftante^. 

Par 


d'autre,  x=:x-v--  «*  ;  par  confequent  /* 
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1  '     11 


Par  exemple  5  dans  Tequation  ^=1^-+*  /%  quoa 

vient  de  refoudre,  &  qui  a  doimé/  =  xx— 4--r  9ç^  — ♦— x   . 

1 
Si,  après  avoir  fuppofé  %t=^*^    &    changé  Tequatioa 

I  X 

en^=;i-Hp-«*  ,  ou  dx^=:dx^+'^  m*  Jm^  on  ajoute 
une  conftante  quelconque  C  après  l'intégration ,  on  aunt 

x=:C— t-^— K-^  aj* ,.  int^rale  qui  rendra  en  difFcrentiant 

I 
k  même  équation  ^  :&=::^ M -t-^ 91*  4f^)  OU^==i— f-^X 

»  âx^  &  on   aura  «2,   ou /  =  CC-^2Cx-»--jCx* 

5 

H*;^;^-*-- ;»*-h-^;ç  5^  fèrie   différente  de  la   première 

««—»-•-•««'— I--*   ,   &  qu'ion  peut  varier  a  Wnfinîj  en 

donnant  a  la  confiante  C  telle  valeur  quon  voudra*. 

Cette  remarque  eft  générale,  &  peut  s'appliquer  a 
toutes  les  equations^  dont  il  s'agit  dans  le  Problème  II. 
Car  toutes   ces  équations  peuvent  être  reprefentées   par 

-^ii^z^    %  étant  une  fuite  quelconque  de  termes  fîm* 

M 
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pies ,  compofés  des  deux  variables  y    &  «,   &  de  coA- 
fiantes.    Or,  fi  -^^  =  25    on  aura  df=zzdx^  &,  en 

intégrant   de    part    &    d'autre,   yzi^S.zdM  ^    mais   on 

peut  ajouter  une  confiante  quelconque  C,  &  écrire 
y^zzzzC-^S.zdx^  quelque  foit  la  feric  qui  exprime  * 
l'intégrale  S.zdx^  ou  la  premier  valeur  de/.  De 
plus  on  peut  prendre  pour  le  premier  terme  de  la  fé- 
rié, qui  doit  exprimer  la  valeur  de  /,  tel  nombre,  ou 
telle  quantité  confiante  qu'on  voudra,  fubfHtuer  enfuite 
cette  quantité  ^  ou  ce  premier  terme  pour  /  dans  tous 
les  termes  du  re£langlc  vertical  ERSP  {Fig.  5O5  ^ 
continuer  l'opération  a  l'ordinaire,  pour  trouver  les 
autres  termes  de  la  ferie^  ou  de  la  valeur  de  /•  Ainfî 
dafîs^  l'exemple ,  dont  nous  fommes  fervis  pour  la 
demonflration  du  Problème  IL,  fi  on  prend  i  pour  le 
premier  terme  de  la  valeur  de  / ,  &  qu'on'  fubflitue  i 
pour  /  dans  les  termes  -4-/,  &  -+-x/  du  re£langle 
vertical  ERSP^  on  aura  —h/  =f:  i ,  qu'on  écrira  a 
côté  du  terme  -t-/  dans  le  reélangle  RS^F  fous  le 
terme  -4- 1  du  reftangle  K  RFB  ^  &  on  marquera  de 
même  —h*  pour  -+•*/  a  côté  de  ce  terme  dans  le 
reélangle  RS^F  fous  —  3^^.  Enfuite  on  fera  la 
fomme  des  plus  bas  termes  -H- 1  ^-t- 1  =  2  ,  on  multi- 
pliera cette  fomme  par  la  corrélative  x  pour  avoir  le 
produit   2  A^ ,   qu'en   divifera   par    l'expofant   i ,   &  on 
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écrira,  le  quotient  -H-xn  dans  le  reélangle  NHDM^ 
pour  le  fécond  terme  de  la  ferie  qui  doit  exprimer  la 
valeur  de  /  «.    On  continuera  les  opérations  a  Tordinai* 

îZy  &  on  trouvera/  =:  i  — ir  2  * -+  x^—h— «*-♦•  —  «' dyc.y, 

&  de  cette  façon  on  peut  trouver  tant  d^autres  valeurs 
de  y  quon  voudra,  en  prenant  2^  ou  ^,  ou  un  autre 
nombre  quelcooque^  pour  le  premier  terme;  ou  bien 
en  repreièntant  ce  premier  terme  par  une  coudante  ar- 
bitraire a  ( Fig^  ^^)  y  qu on  pourra  enfuite  déterminer ^ 
comme  on  jugera  a  propos. 

Il  faut  obfèn^er  dans  le  cas,  oà  la  quantité  qu*^otr 
veut  extraire^  eft  afie£lée  d*une  dimenfion  fraflionaire ,, 
comme  dans  l'Exemptes  IV,.  y  qu^on  fera  bien  de  pren- 
dre Uunué^  ou  quelqu  autre  nombre  commode  pour  le 
premier  terme  de  la  ferie;  &  même  cela  devient  ne* 
ceflkire,  quand,  pour  avoir  la  valeur  de  cette  dimen- 
fion fraflionaire^  Ion  ne  pourroit  tirer  autrement  la 
racine,  a  caufe  du  figne  négatif;  comme  auflî,,  lorfquil 
ny  a  aucun  terme,,  quon  puîfle  mettre  dans  le  re£lan- 
gîe  horifbntal  KRFBy  d'où  Ion  tire  le  premier  ter- 
me  de  la  ferie  ^  oïl  de  la  valeur  de  /  -  — 

CCCLXL 

Sî  dans  Tequatîon  propofée  -j^==«,   la    fuite    % 
c(Mirieiit  quelque  terme  ^  qui  ait  Tune  ou  l'autre  varia- 
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ble,  ou  Ùl  puifTance  au  dénominateur^  il  faut  fui  van  t 
la  règle  générale  (Art.  cccxlix.)  réduire  ce  terme  a 
une  ferîe  infinie,  en  changeant  cette  variable  en  une 
autre  jointe  a   une   confiante   arbitraire   avec   le   Hgne 

ou  —  •    Par  exemple ,  fi  Tequation  e(l  -^  ==  3  y 


~2X-+*  — — -^%  il  faudra  réduire   les  termes  — 

y  X»^  y 

-^  en  feries  infinies   par  la  divifion,   en  changeant    la 

variable/  en  »:rt^>  ^^  en  ^—1/,  &  ^  en  %z±c,  ou  en 

c— '%,  i  8c  c  étant  des  confiantes  arbitraires,  &  en 
divifant  enfuite  les  numérateurs  par  leurs  dénomina- 
teurs, pour  avoir  des  feries  infinies  de  termes  fimples, 
dans  lefquels   les  expofans   des  variables   foient    pofitifs« 

Mais  comme  la  raifon  -jj-  demeure  la  même ,  foit  qu'- 


on écrive  /-t-^,  ou  y—^b  au  lieu  de  /,  &  x— Hr,  ou 
af~r  au  lieu  de  x,  puifque  la  différentielle  de  /-H-^, 
&  celle  de  /  —  ^  efl  toujours  <// ,  &  la  différentielle 
de  X— 4-r,  &  de  x  —  c  efl  toujours  dx^  de  même  que 
la  différentielle   de  b — y  efl  — ^/,   &  celle  de  c — ^ 

efl  — rfx;  ce  qui  donnera  Zi/x  ^^^ïïf  >    ^°   rendra  le 

calcul  plus  funple  en  ce  cas,  en  fe  contentant  de  fubflî- 
tuer  y  -^rb  j  ou  b — /  au  lieu  de/,  &  ^r+r,  ou 
f-— -x  au  lieu  de  «  dans  Tequation,  fans  employer  de 
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nouvelles   variables,    Se  en  opérant   enfuîte   fuîvant  les 

règles  préfcrittes.     Aînfi  dans  Tequation  propolïe,  fi  on 
écrit  I— /  pour/,  &  i— ;»  pour  «,   on  aura  -j 


.^^j^^^ic^.—^^  ^_/^^^^  ^  &  par  la  divi^ 
fion  a  rinfini  -~i=:i— x-+-/— ji?/-+//— x/* 

eî»*,  — (j«*-t.8jfV— 8jtf^-4-io//— io/ô'f*;doîi 


l'on  tirera -j^= —  3  x-+  3  x/-+/*— */*-4-/^  -^ny  (Stc. 

Ec^uatiou  déjà  refolue  (Art.  cccLViiiO* 

CCCLXIL 

Neantmoins  il  n  eft  pas   toujours   necefTaire   dans 
.    ce  cas   de  réduire  Tequation  a  une  autre  forme  •   Far 

exemple,   fi  Tequation  propofée  etoit  j^=r;-ï.— ;ij*r,   on 

pourroit  bien  la  réduire  a  une  autre  forme  en  fiibfU- 
tuant  I— H/  au  lieu  de  /;  mais  il  fera  plus  court 
d'opérer  fans  cette  redu£lion,  comme  on  va  le  voir* 
Après  avoir  difpofe  les  termes  de  Tequation  a  l'ordi- 
naire,  en    plaçant  —  xx  dans  le  re£langle  horifontal 
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KRFBy  &   -  dans  le  reaangle   vertical  ERSP\ 

on  prend  i  pour  le  premier  ternie  de  la  valeur  de  /; 

on  fubftitue  cette  valeur  i  pour  f  dans,  le  terme   -   . 

Enfuitc  on  prend  la  fomme  des  termes  les  ^tus  bas 
du  reftangle  KS^B^  &  trouvant  quil  ny  a  que  le 
terme  i  ^  on  le  multiplie  par  la  corrélative  x  ^  &  divi- 
fant  le  produit  x  par  l'expofant  i ,  on  écrit  le  quotient 
X  pour  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  f  dans  le  re- 
ftangle  NHDM.  Pour  trouver  le  troifieme  terme  ^  on 

fubftitue  !-+•«{  pour/  dans  le  terme  ^  ,   c'eft  a  dire,. 

quon  divife  i  pr  i-H-x;  le  quotient  eft  i — »  &u 
Oh  écrit  donc  ce  quotient ,  ou  plutôt  a  caufe  qu'on  a 
déjà  marqué  le  premier  terme  i^  on  écrit  — x  a  côté 

du  terme  ^  dans  le  reflangle  RS^J^  ^  On  prend   en-^ 

fuitfe  dans  le  re6kngle  KS^B  la  fonwne  des  termes 
les  plus  bas  après  1 3^  &  ne  trouvant  que  — Xy  on  en 

déduit  fuîvant  la  règle  —  -  ;«  *  pour  le  troifieme  ter- 
me de  la  valeur  de  /^ 

Pour  trouver  le  quatrième    terme  ^  on   fubftitue 

I  ..^.^.^^  XK  pour  /  dans  le  terme  —  >  &  trouvant  — 


I— *--*-  — x^  dfc.y  on  écrit  cette  valeur,    ou  plu- 
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tôt    fon    dernier  terme   -t--^««»    dans     le    reélangle 

.-R5"^F,  après  i— ^r,  fous  — xx»   On  prend  la  fom- 

me   des  termes  —  xx-*--^^i*=-^if^,  quoo  multiplie 

par  »,  pour  avoir  le  produit  —  x  •  On  divife  ce  pro- 
duit par  rexpofant  3,  &  on  écrit  le  quotient  -t- 
j^^  pour  le  quatrième  terme  de  la  valeur  de  /  •    On 

peut  continuer  de  la  même  manière  pour  les  autres 
termes. 

Il  n'eft  pas  non  plus  neceflaire  que  les  dimenfîons 
de   Fautre    variable   foicnt   toujours    po(îtives*    Car  de 

Tequâtion  ^^=^-^2^ — il  on    tire  /rrj^  — -^  «* 

x'Ô*c.  comme  on  le  voit  (Fig.  8.  )• 

L*eq uation  yj = — •/  -4.  i  — .  —   donnera  aufli  /  =: 


—  fans  la   reduélion  des  termes  -^  &  —  %     en    failant 
loperation  comme  elle  eft  marquée  {Fig.  $.). 

Il  faut  obferv^r  icy  en  paflant  que,  dans  le  nom- 
bre infini  de  fçries,  quon  peut  trouver  pour  exprimer 
la  valeur  de  la  quantité  relative  par  la  corrélative ,  il 
s  en  trouve  fouvent  qui  font  finies ,  comme  dans  l'exem- 
ple précèdent  ;   il  n  eft  pas  m^me  difficile  4e   trouver 
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ces  fuites  fkiies^  en  prenant  une  confiante  arbitraire 
pour  le  premier  terme  de  la  ferie^  &  en  lui  donnant 
après  h  folution  quelque  valeur  convenable ,  pour  ren- 
dre.  finiq  k  ferle  entière^ 

cecLxiir. 

On  peut  encore,   aifez  facilement  8c   fans  aucaité 
redu£lioa  du  terme  -^ ,  tirer  la  valeur  de  /  de  l'equa-^ 

tîon  ^  == — -+ 1  —  2  ^— H — ^^,    en    fuppofànt ,    a    la 

manière  des  analyfles,  qu'on  a  trouvé  ce  qaon  cher- 
che. Ainfi.  après  avcwr  difpofé  les^  termes  de  Tequatioa- 
a  lordinaire,  on  met  7. en  pour  le  premier  terme  de^ 
la  valeur  de^/^  prenant  ze  pour  le  coefficient  numé- 
rique qui  n  efl  pas  encore  connà  •  On  fubflitue  2.  e  x  au 

lieu  de  /  dans   le  terme  — ir  ~  du   re6!angle    vertical 


ERSP  {Fîg.  10.),   on  trouve  — k-^=^,  qu on  écrit 
3  côté  duL  terme  —  au  premier  rang  dans  le  reftangte 


RS^F;  on  liât  la  fbmrme  1-+^  des  termes  les  plus 
bas  du  reélangle  JCS!j^J5;  on  la  multiplie  par  la  cor- 
relative  x:,  &  ayant  divifé  le  produit  x^-^ex  par  TexpOf 
Tant  I  de  X  y  on  a  le  quotient  x-^ex  pour  le  premier 
terme  dft  la  valeur 'de/*  Puis  donc  quon  a  fiippofé 

es 
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ce  premier  terme  =2^;r,  on  aura  x— ^r^rrm^^,  d'où 
Ion  tire  ^=i.  Donc  le  premier  terme  de  la  valeur 
réelle  de  ^  fera  2«.  On  fe  lert  de  même  d'un  terme  fup- 
pofé  Trfx  X  pour  reprefenter  le  fécond  terme  de  la  valeur 

de  /;  on  fubftitue  ifxtt  au  lieu  de/  dans  le  terme •-+ 


du  reftangle  ERSPy  &  trouvant  —  =:-f-/^,  on  écrit 

-*-yW   a  côté  du  terme  — «--^   &  au  fécond  rang  dans 

le    reftangle   RS^F.     Enfuite    on    prend   la    fomme 

—  2*p— h/x   des  termes  correfpondans  dans  le  re£langle 
KP^B;  on  la  multiplie  par  x^  pour  avoir  le  produit 

—  zx^^^fx^  y   qu'on   divife    par  l'expofant    2,    &    le 


quotient  —  ^*-^— /W*  doit  être  le  fécond  terme  de 
la  valeur  de  y  y  puis  donc  que  nous  avons  fuppofé  ce 
fécond  terme  =:2fxXy  nous  aurons  l'équation  — -x*-** 
—fx^=z2fx^y  d'où  l'on  tire /= —  —  •  Donc  le  fé- 
cond terme  de  la  valeur  réelle  de  /  fera  —  —  xx.  On 
trouve  de  la  même  manière  que  le  coefficient  fuppofé 
2  g  dans  le  troifîeme  terme  donne  ^  =  — ,   &  que  le 


troîfieme  terme  de  la  valeur  réelle  de  /  eft  -4-  —  x 

N 
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Enfia  on  trouve  de  même  que  le  coefficient  fuppofe 
zh  du  quatrième  terme  efl:  zéro;  d'où  l'on  conclût 
quil  n'y  a  plus  d'autres  termes,  que  l'opération  fe  ter- 
mine Ik,   &  que  la  valeur  réelle   de  /   eft  exaélement 

î  5 

On  refondra  a  peu  prés  de  la  même  manière  l'e^ 
quation  -j^  =  ^ ,  en  fuppofant  yz=:zen  ^  le  coefficient 
^,  &  Texpofant  n  étant  des  confiantes  inconniîes;  car, 
en  fubftituant  €  h*  au  lieu  de  /  dans  l'équation  propo- 


fte,  on  aura  ^=^^^7-,  ou  <//=^ — ,  &,  en 

intégrant  de  part  &  d'autre , /=r-L«—;  par  confequent 

w  =  — )  &  ^  indéterminé*    On  aura  donc/  =  ^x*,  Se 

on  pourra  donner   au  coefficient  e   telle  valeur  qu'on 
voudra. 

CCCLXIV- 

On  peut  quelque  fois  commencer  l'opération  par 
la  plus  haute  puiflance  de  la  quantité  corrélative,  en 
defcendant  par  degrés  aux  puillances  inférieures,  comme 

dans    cette    équation   ^=:^-|.JLh-3^+2^-^^# 
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Car  y  après  avoir  difpofé  les  termes  d'ane^  manière  coti* 
traire  a  Vordinaire,  en  commençant  par  le  plus  haut 
terme  ax^  comme  on  le  voit  (Fig-^  i^O)  ^^  trouve- 
ra fuivant  la  méthode  hx  pour  le  premier  terme  de  la 
valeur  de  / ..    Enfuite  pour   trouver  le  fécond   terme  y 

on  fubftituera  xx  pour  ^  dans  le  terme  -H--;^  du  re- 

£{aogle  ERSPy  &  on  écrira  (a  valeur  i  dans^  le  re- 
Rangle  R  S^F  au  fécond  rang  fous  le  terme  — t-  3 , 
on  prendra  la  fomme  4  des  deux  termes  correfpondans 
^+•1^  &-4-5^  on  la  multipliera  par  x  y  8c  ayant  di- 
vîfé  le  produit  4*  par  Texpoiant  i  ,  on  aura  -+-4* 
pour  le  (bcond  terme..  On  trouvera  l'un  après  l'autre 
les  autres  termes  de  la  valeur  de  /  eu  fuivant  la  re-* 
gle  préfcritte» 

CCCLXV. 

Problème  IIL  Trouver  les  intégrales  des  équa- 
tions de  la  troifieme  clafle ,  c'eft  a  dire  y  de  celles  qui 
contiennent  plus  de  deux  variables  avec  leurs  premières 
différences,  &  leurs  produits  quelconques. 

Solution,  i.""  Lorfque  l'équation  propofée  con- 
tient trois  variables,  fi  la  relation  de  deux  de  ces  va- 
riables eft  déterminée  par  l'état  de  la  queftion,  on  fe 
ftrvjra  de  cette  relation  donnée,  pour  trouver  le  rap- 
port des  différences  de  ces  deux  variables,  ce  qui  don- 
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nera  le  moyen  de  chafler  de  Tequation  propofée  Tune 
ou  lautre  de  ces  variables,  &  fa  différence.  On  rédui- 
ra par  Ik  l'équation  de  trois  variables  a  deux,  &  on 
la  refondra  par  le  Problème  L,  ou  IL  Mais  fi  la  re- 
lation de  deux  des  trois  variables  n'efl  pas  déterminée 
par  Tetat  de  la  queflion,  on  pourra  former  cette  rela- 
tion  a  volonté ,  &  déduire  le  rapport  des  différences , 
pour  chaffer  enfuite  de  Tequation  propofée  une  des 
variables  avec  fa  différence,  &  la  réduire  a  une  equa* 
tion  a  deux  variables ,  qu'on  refondra  par  les  Problè- 
mes précédents. 

2.^  Si  Tequation  propofée  contient  quatre  varia- 
bles, on  la  réduira  a  une  équation  de  trois  variables 
feulement,  lorfque  la  relation  entre  deux  de  ces  va- 
riables fera  donnée  par  l'état  de  la  queftion,  &  on  re- 
foudra  enfuite  Fequation,  comme  nous  venons  de  le 
dire.  Mais,  fi  la  relation  entre  deux  variables  n'eft  pas 
donnée  par  Tetat  de  la  queftion,  on  pourra  choifir  cet- 
te relation  a  volonté,  &  chaffer  une  des  quatre  varia- 
bles de  l'équation,  qu'on  refoudra  enfuite  comme  dans 
le  cas  précèdent.  On  opérera  de  la  même  manière  fur 
les  équations  qui  contiendront  plus  de  quatre  variables , 
en  reduifant  celles  de  cinq  variables  a  quatre,  celles  de 
fix  variables  a  cinq,  &  ainfî  des  autres. 

Soit  propofée  Tequation  a   trois   variables    zdx — ^ 
dz-Hr9çd^=zoy   dans  laquelle   la  relation  entre    deux 
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de  ces  variables  neft  point  déterminée.  On  formera 
donc  a  volonté  une  relation  entre  deux  de  ces  varia- 
bles :  par  exemple ,  entre  x  &  / ,  en  fuppofant  x  =/ , 
ou  x=://,  &c.y  ou  bien  entre/  8c  z^  en  fuppofant  2/ 
= /i  — ^  %  &c.  Nous  choifirons  icy  la  relation  x  =// ,  qui 
donnera,  en  différentiant ,  ^^  =  2/^/.  Subftituant  donc 
^yày  pour  àx^  ^  yy  p^^^  ^  ^^^^s  Tequation  propo- 
{?e,    on  ^\xrz  j^ydy-^dz^^yydy=:^Oy   doîi  Ton  tire 


en  mtegrant  %yy  —  x-^  ^y   :=zo  y     ou    «  =:  2// 
-  /^  pour  la  relation  de  »  8c  de  /  •   £t  en   écrivant   m 

pour//,  &  »*    pour  /' ,  on  aura  2«-*-  r"«*  =%•  Aînfi 

dans  le  nombre  infini  de  relations,  que  peuvent  avoir 
les  trois  variables  x,/,«,  nous  en  avons  trouvé  une 
qui    eft   reprefentée    par    ces   équations   *=//  y    ^yy 


^ 

-/   =«,   &   2«I-+*T*    =»• 


I 


CGCLXVL 

Remarque  •  Il  nous  refle  quelques  reflexions  à 
&ire  fur  l'application  des  méthodes  précédentes. 

i.^  Lorique  Tequation  différentielle  propofïe  ne 
contient  que  deux  variables  x  8c  y  avec  leurs  premie- 
Tes  différences  dx   8c  dy    élevées    a  des  puiffances   ou 

produits  d^^yà^  CXc^dy^ ^dy^ y&c.^  dxdy^  dx   dy  y 
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CTc.    On   fe  fervira  des  méthodes  du   fécond  Chapitre 

pour  la  réduire  a  la  forme  j^:=:%y  ou  ^z=z%^  «;  étant 

Une  fuite  finie  ou  infinie  de  termes  compofés  des    va-- 
riables  Hy^y  8c  de  confiantes^ 

2*®    Après  avoir  réduit  Tequation  a  cette  forme^ 
ou,    ce   qui  eft   la  même  chofe^  a  la  forme  Ad x^-^ 
Bdf^=^Oy  dans    laquelle  A  8c  B  font  des  fondions  de 
K)  de  /,  &  de  confiantes^  on  cherchera  par  la  métho- 
de du  Chapitre  I.    fi   la  quantité  différentielle  Ads--^ 
Bdy    efl  exafte;  &^   fi   elle  fe  trouve  complette,    on 
Kntégrera  par  les  méthodes  aifées  du  même  Chapitre  •. 
Si  elle  nefl  pas.  complette^  on   cherchera   le    fa£leur 
commun  pour  la  rendre  complette^   Mais,  fi  on  trouve 
trop  de  difl&culté  dans  cette  recherche  du   fafleur  com- 
mun^ on  aura  recours  aux  méthodes  des    Problèmes  L 
&  IL.   du  fécond  Chapitre^  pour  trouver  au  moins  par 
approximation  la  valeur  de  /  en  x^  ou  celle  de  x  en 
y  par  des  ferles ,,  entre  lefquelles  oa  choifira  celles   qui 
feront  les  plus  fimples,,  ou  qui  convergeront  le  plus, 
vîte  •. 

j.*  Quand  Tequation  différentielle  contiendra  plus 
de  deux  variables^  on  examinera  fi  on  peut  déterminer 
par  l'état  de  la  queflioa  quelque  nouvelle  relation  entre 
quelques-unes  de  ces  variables,  &  alon  on  fe  fervîra 
de  cette   relation  pour  chaffer  une  de  ces  variables  & 
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fa  différence  de  l'équation.  Si  on  ne  trouve  point  de 
nouvelle  relation  entre  deux  variables ,  on  examinera 
par  les  méthodes  du  Chapitre  I.  fi  Tequation  n*eil  pas 
impoflible  en  gênerai,  comme  il  arrive  fouvent,  8c  alors 
on  n'en  cherchera  point  Hutégrale  générale.  Mais,  fi 
elle  eft  pofltble,  on  examinera  fi  elle  efl  exafle,  3c 
alors  on  Tint^rera  par  les  méthodes  du  Chapitre  L; 
ou  bien  on  cherchera  a  la  rendre  complette  en  la  mul- 
tipliant par  UQ  jàéleur  commun,  fi  on  peut  le  trouver; 
finoD ,  on  aura  recours  a  la  méthode  du  ProUema  pré- 
cèdent ^  Ce  Chapitre  renferme  un  Commentaire  fiir  la 
méthode  élégante  que  M.  Newton  ne  fait  que  propo- 
ièr  dans  Ibn  Traité  des  Fluxions  ;  £c  nous  Tavons  expli- 
quée d'autant  plus  volontlen,  qu'elle  nous  a  paru  très- 
belle,  &.  que  Dous  ne  f(avons  pas  quelle  ait  été  der 
montrée  par  Perfonne. 


•  f 
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CHAPITRE    IIL 

De  la  feparation  des  indéterminées  dans  les  équations 

dfférenti elles  ^  qui  ne  contiennent  que  les  premières 

différences   des  variables ^   ou  leurs  puiffancesy 

pour  les  intégrer  enfuite  par  les  méthodes 

de  la  première  Partie* 


T 


CCGLXVIL 


Outes  les  équations  différentielles  du  premîet 
ordre,  qui  ne  contiennent   que  deux  variables   feparées 
9t  8c  f  y  peuvent  fe  réduire   a   cette   forme  générale 
XdH=zrdfy  dans  laquelle  X  reprefente  une  fonélion 
quelconque  de  x  làns  f;  8c  r  une  fonftion  de  /  fans  x. 
£n  intégrant  de  part  &  d'autre  par  les  méthodes  de  la 
première  Partie ,    on  aura   S.Xd9c=zS. Tdy ,   plus   ou 
moins   une  confiante  arbitraire,   ou  déterminée  par  Te- 
tat  de  la  queftion.     Si  ces  deux   intégrales    font   des 
fondions  algébriques  de  «,  &  de/,  l'équation  S.XdK 
z=zS.rdy  fera  auffi  algébrique,    8c  fes  racines  donne- 
ront les  valeurs  de  *  par  /,  &  celles  de  f  ipir  x.    Si 
cette    équation   n  efl  point  algébrique ,   on  pourra   tou- 
jours trouver  u   par  / ,    ou  /  par  x ,  au  moyen  des 
quadratures  des  courbes.    Car  S.Xdx  fera  l'aire  d'une 

courbe,  dont  IWcifle  fera  ^,  &  l'ordonnée  perpendicu- 
laire 
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laire    X;   &    de   même  S.Tdf  fera  Faire    d'une   autre 

courbe,   qui  aura/  pour  abfciffe,  &  JT  pour  ordonnée. 

En   fuppoÉint  donc  quon  ait   décrit  ces   deux   courbes, 

î\  on  détermine  rabfcifle  m  dans  la   première,    on  aura 

Taire  S.Xdny  qui   correfpond  a  cette  abfciffe;    &,  en 

prenant  dans  l'autre  courbe  une  aire  égale  a  Taire  don* 

née  S.Xdxy   on  aura  TabCcilTe /,   qui   refpond  a  cette 

aire  dans  la  féconde  courbe.   Mais  il  fera  plus  court  8c 

plus  exaél  dans  la  pratique  de   réduire  dans  ces   cas  les 

deux   intégrales  en    feries,   &  d'en  faire  une  équation, 

dont  on  trouvera  les  racines  par  les  méthodes  connues. 

CCCLXVIIL 

Si   Tequation,  dont  on  veut  fèparer  les  variables 

«  &  /  renferme  les  puiflances  dx^  y  dx^y&c.  df^y  d/\ 
&c.  des  premières  différences  de  ces  variables,  il  faudrit 
la  réduire  a  une  équation  différentielle  du  premier  or- 
dre, ou  qui  ne  contienne  plus  que  les  fimples  différent 
ces  dx  8c  df.  On  pourra  toujours  le  faire  par  la  mé- 
thode que  nous  avons  expliquée  au  commencement  du 
Chapitre  précèdent,    en  fubftituant   une  variable   z  au 

lieu  du  rapport  j-,  ou  yj  dans  Tequation  propofée,  & 

en  cherchant  enfuite  les  racines  de  Tequation,  qui  re- 
fulte  de  cette  fubftitution,  &  dans  laquelle  on  confi- 
dere  z  comme  Tinçonnue;  par  ce  moyen  nous  redui- 

O 
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fons  la  <^ueftion  de  la  feparatioD  des  indéterminées  aux 
équations  différentielles  du  premier  ordre,  qui  ne  con- 
tiennent plus  de  puiflknces,  ny  de  produits  des  premiè- 
res différences  des  variables  • 

CCCLXIX. 

On  n'a  point    trouvé   jufqua  prefent   de    méthode 
générale  pour  feparer  les  variables  dans  toutes  les  équa- 
tions   différentielles,    même    du    premier    ordre;   mais 
lorfquon    fe  propofe   d'intégrer  une    équation    de    cette 
forte,  &  qu'on  ne  trouve  point  de  moyens  pour  en  fe- 
parer les  indéterminées,  ou  que  les  méthodes,  dont  on 
pourroit  fe  fervir,  font  trop  difficiles,  ou    trop    longues 
dans  la   pratique,   on   peut   toujours  avoir   recours  aux 
méthodes,   que   nous  avons  expliquées   dans   les  Cliapi- 
très  précédents  pour  intégrer,  fans  feparer   les  variables 
avant    l'intégration*   Il  efl    même   remarquable   que   la 
méthode  de  M.  Newton  efl  générale,  pour   les  feparer 
par   l'intégration    même,    &    pour    trouver    en    même 
tems  les  valeurs  d'une  variable   par  l'autre  exaftement, 
ou  du   moins  par   approximation*   De  plus   en   prenant 
bien  l'efprit  de  cette  méthode,    on   pourroit   l'appliquer 
aux  équations,  dans  lefquelles  les  variables  ont  des  ex- 

m  • 

poûns   en  lettres,    comme   celles*-cy,  dy:=:a}i^dit-^ 
byi? àn\àyz=iai^ àn'^by^m^ d»\  (ÎTc,  |)anni Jfifiîuel- 
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les  il  s'en  trouve,  dont  les  variables  n'ont  jamais  pu 
être  fèparées:  nous  en  parlerons  dans  la  fuite* 

CCCLXX. 

Les  principaux  moyens  dont  on  fe  fert  pour  la 
ièparation  des  variables,  font  les  règles  ordinaires  de 
r Algèbre,  &  les  transformations,  furtout  celles  qui  fe 
font  par  la  fubftitution  de  variables  avec  des  expofans 
&  des  coefficiens  indéterminés,  qu'on  détermine  enfuite 
par  les  condirions  qu'il  faut  remplir  pour  la  feparatioa 
qu'on  cherche*  Ces  moyens  fe  prefentent  quelque  fois, 
comme  d'eux  mêmes  •   Par  exemple  on   voit  facilement 

que  les  variables  fe  feparent  dans  l'équation 


ni    I 

X   ax 


•\» 


(-•-f^/) 


■  I  -f  "^f^    ■■  ,   par  la  fimple  multiplication ,    qui   donne 

n'^dx(f'-i'gx^y=:j^d/(a'^b/y  .  bans  Tequation 
ir'dx(a-¥b/y=z/Jf(f-^gM''yy  par  la  fimple  di- 
vifion,  qui  donne  j^^^=^-f^;  dans  l'équation 

%^àn^*raMydtiày'=:.hày*  ,  en  ajoutant  de  part  & 
d autre  ^  aayyày* ^  pour  avoir  »*dn'^'^aitydndy-^ 

^aayfdy*=zQ'a' y^-^bSdy*^  &,  en  tirant  la  racine 
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1 


quarrfe,  MdM^^^afdf:=zd/f'^a^f^^^bY;  dans  Te- 

quatîon  adx:=:/d/ — *^/>  en  fuppofant /— x=%5 
ou  f=zx^^z;  ce  qui  donne  df:=:dx'-^dz^  &,  par  la 
fubilitution ,   adx::::z%dz'-^%dxj    d'où  Ton  tire  adx—^ 

%dx=zzdzy  &  dx:=:z  ^^^  ;    dans    Tequation   aadxzzz. 


(^-t-/)*^/  ,   en    fuppofant    ^ *-♦-/=»,   d'où   Ton   tire 
dx=zdz^^d/y   &,   par  fubftitution,   aadz^^aadf=z 

^ dy^  ou  aadz':=z(^aa^^zz)dfy  &  enfin  ^^l^^g  =<//* 


CCCLXXL 

Les  moyens  de  feparation  dépendent  fort  fou  vent 
de  l'ufage^  &  de  ladreffe  du  Calculateur.  Il  nefl  pas 
toujoun  fecile  de  les  trouver,  lors  même  quils  font 
poilibles;  &  il  y  a  des  équations,  qui  paroîffeat  affez 
fimples  &  qui  font  célèbres,  par  ce  qu'on  n'a  pu  jufqu'a 
prefent   en  feparer   les  indéterminées  par  une   méthode 

générale:    telle  eft   celle-<:y  dy:=:ax^ dx^-^by^x"^ dxy 

qui  eft  connue  fous  le  nom  Ô! Equation  du  Comte  Rie- 
cati.  Il  ne  nous  refte  donc  qu'a  expliquer  les  métho- 
des, qui  ont  le  plus  d'étendue,  quoiqu'elles  ne  foient 
pas  abfolument  générales*  Nous  commencerons  par  la 
feparation  des  indéterminées  dans    les  équations  homo« 
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gènes,  ceft  a  dire,  dans  lefquelles  la  fomme  des  di- 
menfions  des  variables  * ,  / ,  »,  ^c.  eft  la  même  dans 
chacun  des  termes  de  Tequation,  foit  que  ces  variables 
foient  mêlées,   foit  quelles   foicnt  feparées;   telles   font 

les     équations  .    xi^d/'Hra/  dm=::zbxf  dy^¥c%^ d^ 


f^yd%\    a%^ ydn-^y^ xdn^=:^n^ dy\    dnv  9^n^^yy 


dyv  ay^'^^fny  :=:9cdy-^by^  n^  dn. 

CCCLXXII. 

Problème  L  Séparer  les  indéterminées  dans  les 
équations  homogènes  a  deux  variables  m  8c  y. 

Solution.  Toutes  ces  équations  fe  reduifent  a 
la  forme  Ad  x-^Bdy^zoy  dans  laquelle  A  y  B  re- 
prefentent  des  fon£lions  homogènes  de  x,  &  de  /,  c'ell 
a  dire,  des  fonélions,  dans  lefquelles  la  fomme  des  di- 
menfîons  de  x ,  &  de  /  efl  la  même  •  Soit  la  fomme 
de  ces  dimenfions  reprefentée  par;?,  &  foit  fait /=fiXy' 

ou  —  =:i#;   il  eft  clair  que  les  fondions  A  y   B  fe  re« 

duiront  a  cette  forme  A=:x^Vy  &  11= xT',  les  ex- 
prefllons  F,  V  defignant  des  fonélions  de  u  feulement  y 

ou  de  — .  Car  puifque  A  y  B  font  des  fondions  homogènes 

de  la  dlmenfion  ;> ,  8c  F,  V  des  fon6^ions  de  u  feulement  ^ 

ou  de  —  ;   il  eft  évident   que  T,   l^  doivent  ^tre  de» 
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fonélions  de  dimenfion  nulle ^  ceft  a  dire,  dans  lefquel- 
les  /   &  M  ayent  le  même  nombre  de    dimenfions  au 
numérateur)  &  au  dénominateur.     Cela  étant  pofé,  on 

aura  x' Vdsi^^n^ Vdf^=^o ^  en   fubftituant   au  lieu  de 

A  y  &  JB  leurs  valeurs  refpeclives  k^V^  nV^  &  en  di- 

vilant  par  *'',  on  aura  Vdx'^V*df:=zoy  mais   Jx= 

ilii=2±l:  donc^"^^7^^^"-4-]^^/=a>  ScFudf^ 


H'  «' 


Vydu'^u^Vdyzzzo^  &  par  confequent  Vudy^^u'Vdy 

^Vydu^  d'où  Ton  tire  -^^      ^'^\      .    Or  V.  V 

ne  renferment  d'autre  variable  que  ».  Donc  les  varia- 
bles font  feparées  généralement  dans  ces  fortes  d'équa- 
tions. 

On  voit  bien  que  V^  V  étant  des  fondlions  de  u 

feulement)  on  pourroit  faire  yz=zu  9^  ^  au  lieu  de 
yzzzuMy  la  feparation  des  variables  fe  feroit  de  la  mé- 

me  manière  %  on  auroit  alors   ~ = -rr— : •    H 

eft  clair  qu  on  pourroit  auffi  au  lieu  de  u  prendre  une 

fonftion  quelconque  de  »;  par  exemple  l^aa-^uu;  ce 
qui  rend  quelque  fois  la  feparation  plus  commode ,  fur- 
tout  dans  les  différentielles  qui  renferment  des  radi- 
caux; il  faut  dans  ces  cas  faire  le  choix  des  expofàns 
ou  des  fon£lionS)  qui  rendent  la  transformation  plus 
fimple^ 


II.  PARtiE.    Chap.  m.  m 


Exemple  I.     Soit    i'equation   y  dn'-^ry^ndy 
i'«'</^:=«,   on   aura   en   comparant    avec   \%  fprni» 


î       a »„    .  i.„î 


&.  par  confequent  A=  **  T,   &   Bz^k^V;   d'où   l'on 

AS  •' 

tire    F=^-T,    &    F'=:— ;   par   confequent    F=*2L.^ 
^=  ^  ■'"''t-  *  =-^ — H^;  or,  a  caufe  de  7=1^,  on 

aura  /^=:i»  ,  &  V'zzzm^^+by  lefquelles  valeurs ^  étant 
fubftituées    dans    lequation   ^ — :==—  %   donnent 

— l — -z:=-f-.   &  en  intégrant   L.r=z^L.(2u^^b) 

X 

JLC,  &/=C(2»*-*.^)*,ou/=C*(2i»*-4-^), 
&,   en  remettant  pour  u  fà,  valeur  ^,   on  aura  enfin 

Exemple  II.  Soit  Tequation  difierentielle  axdy 
dxl^xx-^ff=:=io^  dans  laquelle  les  variables  nont 
quune  dimenfion.  En  faifant  ^=:/<^«î#— i ,  on  aura 
d9Q=zdy  vuu —  i -4— ^-rri^:-^^ — _■  ■        :  donc 


l'equatioa  a^d^^-Jt-  d.x  Kx j« -h^^ ;;=-(?  fc  change  en  cctts 
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autre  âydyy  uu-^i^  \^         i    ^^-i=r= ^ 


Maïs     ynK^yy:=:iyu\    a    caufc    de    i^=:/^«— i; 


Jj^     .  uudu 


donc  Tequation  fe  réduit  a  celle-cy^  -^ 

r=o,  différentielle  rationelle  quoa  intégrera  par  les 
méthodes  du  CliapitrelV.  de  la  première  Partie;  en  la 
reduiiant   aux   différentielles    logarithmiques,    &   multi- 


pliant  par  2^^— 2,  on  aura  ^^ — ^df 

Li-^O^    -llllliil==a,  dont  rintégrale   eft  (laa 


»— h  I 


2)JL/-+2^/^JL(»-4-4)  — (i^-+I  )£•(»— l-I  ) 


(^— !)£•(«  — i)=L.C,  ou   bien/^^-^XC/^ 


*)'"X(«-+-i)"'^'X(«— i)^      =C,  &,  en  fub. 


ftituant  la  râleur  de  » ,  on  aura  /*  ^  *     *  X 

(-Jlll!lLLZZy*~*=C.  Si  on  obferve  dans  cette  equa- 

tion  que  le  faôeur  ^**^""*  du  premier  membre  a 
pour  expofant  zaa — 2,  &  que  dans  les  autres  fa£leurs 
la  quantité  y  qui  fe  trouve  au  dénominateur  eft  élevée 
aux  expofans  2^^,«— i^— -i,  &  ^ — i  refpeftivement 
dont  la  fomme  'i^^aa-^^^^   on  voit  qu'en  divifant 

Tequation 
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r«<]^aation  fe  réduit  a  ceile-cy  (  ^»  *-+•// -H- <»/)*"X 


ou  (  *^«x -*-//-*-/*  y)*"*  X  r:7== : —  X 


(Kx  X -*■//— /  y—'  =C,   ou   (*^ XX -+•//-+ /»/)*'* 


X  «*'""*  X  C*^**-»-// -*-/)" *'  =  C,  ou  enfin 


Nous  nous  fommes  arréttés  fur  cette  équation  ^ 
laquelle,  quoique  fimple  ea  apparence,  ne  laifTe  pas  que 
de    demander   des  calculs   aâez   longs  •     La  fubditution 

de  X  -zny  Vuu — i  a  délivré  tout  d'un  coup  cette  équa- 
tion de  radicaux,  au  lieu  quen  faifant  m=:/ii,  on  au- 

roit  eu    la  différentielle  irrationelle  —H — ^^    '^lllr 

■ 

Exemple   III.   Soit   la    différentielle 


ayy^dy'^ — ^y^à9^dy'^y'^àn'  =zyxdy — y^ dn  qui  pa- 
roît  compliquée,  mais  dans  laquelle  il  fera  facile  de 
feparer  les   variables  par  la   fimple   fubftitution  de  x  =: 

uy^   de  laquelle  on  tire     i  ^         "^^  & 

p 
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a"  d/  -^  ^ u"  4/  ^  a"/  du"  z=iy^iu''  ;  donc/  du"^ 
a' y^ du^'=^a  d/' — i^ u^ dy^  ^  &  par  l'extraflion  des 
racines  =     ^  ^  -^   équation  dans  laquelle  les 

variables  font  feparéeS)  &  que  nous  avons  intégrée  dans 
la  première  Partie  Chap.  IL 

CCCLXXIIL 

Problème  IL  Intégrer  les  équations  différentiel- 
les homogènes^  a  trois  &  tant  de  variables  quon  vou- 
dra, lorfque  ces  équations  ne  renferment  point  de  con- 
fiantes . 

Solution.  Soit  jfdM^^Bdf--*'Cdz=zo  l'équa- 
tion a  intégrer^  dans  laquelle  AyByC  font  des  fon- 
ctions homogènes  des  variables  x^y^z  fans  confiantes  • 
Nous  ne  lui  donnons  que  trois  variables,  par  ce  que 
celles  qui  en  ont  un  plus  grand  nombre  ne  demandent 
pas  d'autres  calculs  «  On  s'aflùrera  d'abord  par  les  règles 
du  premier  Chapitre,  que  Tequation  eft  pofïïble;  car, 
fi  elle  fe  trouvoit  abfurde,  il  faudroit  labandonner. 
Enfuite  on  fera  y=z9iu^  &  x:=z96t^  &  on  fubftitue^ 
ra  ces  valeurs  de  /  &  de  z  dans  toute  Tequation  •  Il 
efl  évident ,  qu'en  fubflituant  x  u  pour  y^Scxp  pour 
%  dans  la  fonâion  A  y  qui  renferme  des  x  ^  des  /,  & 
des  z  fans  confiantes,  cette  fon6lion  fe  changera  en  une 
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autre ,  qui  fera  compofife  de  m  élevée  a  une  puifTance 
du  degré  de  la  fon6lioa  A  &  multipliée  par  une  fon- 
£lion  de  If  &  de  /  :  de  même  la  fbn£lîon  B  y  qu  on  fiip» 
pofe  de  la  même  dîmenfîon  que  la  fbnélîon  A  y  fè  chan* 
géra  en  une  autre  fonélion  compofée  de  la  même  puiG* 
lance  de  x^  multipliée  par  une  autre  fonflion  de  »,  & 
àù  ty  8c  ainfi  de  la  fon£lion  C  Suppofànt  donc  que  m 
repre/ènre  le  degré  des  fbnélîons  .Ay  By  Cy  &  que 
FyGy  H  ibient  des  fondions  différentes  d&  u  8c  de  tz 

fubftituons  x^  F  pour  A  y  x^G  pour  B,  &  «"^/f  pour 
C;  mettons  aulli  pour  d/  la  valeur  Kdu-^udxy  & 
pour  d%y  fa  valeur  xdf^^tdxy  il  eft   évident   qu'août 

aura  la  transformée  fuîvante  K^dk(^F'^Gu'^Ht)''^ 

tT'^^ Gdu'^^K^'^^ Hdt:=iOy  ou,  en  divilant  tous  les 


termes  par  m  >  T"  ** FljrGirTHT  ^ *  ^^  ^^  ^^^^ 
quatioa  mife  fous  cette  forme  il  eft  clair  ^  que  les  «i 
font  feparées  des  i^  &  des  p  (ans  Xy  pui(que  les  fon£lions 
F,  G,  H  ne  contiennent  que  des  fi  ^  &  des  r  fans  ;»»  L'intégrale 

de  cette  équation  fera  donc  JL  x  -4-  51  j.  J!J^^  ^^  égalée  a 

une  confiante  ;  &  puifquon  fuppofe  quon  a  reconnu  da- 
bord  que  Tequation  propofée  etoit  întégrable  y  &  que  yous 
venons  de  voir  que  fon  intégrale    eft  toujours  jL.*f— h 

S.  J^i'lr^^t'  y  il  &ut  necefTairement  que  la  différentielle 


>!!tc^^H«  ^^^  complctte.  On  trouvera  donc  fon  inté- 
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grale  par  les  Problèmes  du  Chapitre  L,  &  Tayant  ajou< 
tée  au  logarithme  hyperbolique  de  «,  on  aura  l'inté- 
grale cherchée  t 

CCCLXXIV. 

Corollaire  I.    De  ce  que  Fequatîon  jfJx 
Bdj^^Cdz  =  o  s'eft  changée  en  ^^Ï^T^h!^^^ 


qui  efl  une  différentielle  complette,  on  peut  tirer  tout 
de  fuite  le  fafteur  M,  par  lequel  il  auroit  fallu  multi- 
plier tous  fcs  termes  pour  l'intégrer  fans  la  feparation 
des  indéterminées.  Car  il  eft  aifé  de  voir  que  Ad^ 
-^Bdf-HrCdz  n'eft  devenue  cette  même  différentielle 

complette,  qu'en  divîfant  tous  les  termes  par  x^"^'  X 
(F-^Gu^^Ht)  ^  ou,   ce  qui  revient  au  même,   par 

xA^fB^zC;    puifque   m^^^  FzzzkA^  x'^'^^  Gu 

z=^9rGux=zBuxz=:zBy^    &    x"^^^ Ht^x^Htx^ 

Cfx^=zCz.  Donc  ÂI^RH^n^  ^  cft  uiie  différen- 
tielle  complette;  par  confequent  ^^     ^'      ^      etoît  le 

fafteur  M  cherché,  qui  avoit  difparû  par  Tegalité  a  zéro, 
&i  qui  étant  rétabli,   rend  la  différentielle  complette. 

CCCLXXV. 

Corollaire  IL    On    peut  déduire  de  I^  zï(é' 
ment  le  beau  Théorème  de  M.  Fontaine  fçavoir,  que, 
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fi  Adx-^Bdf^Cdz  efl  une  différentielle  homc^ene 
fans  confiantes,  &  telle  que  m  foit  le  degré  des  fon- 
ôions  Ay  By  Cj  Tîntégrale  de  cette  différentielle  fera 

-^i^i^J^t^.    Pour  le  démontrer,  reprenons  la  quan- 

qui  eft  ce  que  devient  Adx^^Bd/^HrCdzy  en  fai- 
fant /=:;iriy,  &,  t;=:»/;  il  efl  aifé  de  voir  que,  fi 
cette  quantité  efl  intégrable,  fbn  intégrale  ne  peut  être 


^m^j 


autre  chofe,  que  ^^^(F^¥Gu'^Hf)y   que  Ton  a 

en  intégrant  le  premier  nombre  x^ dn{F-^Gu^'^Hf)y 
X  feule  variant,  &  qu'il  ne  faut  lui  ajouter  aucune 
fon£lion  de  i#  &  de  /;  puifque,  fi  Ton  en  ajoutoit  une, 
lor/quon   la  différentieroit  enfuite,  ce  qui  en  viendroit 

ne  feroît  point  multiplié  par  x^'^^y   comme   le   (ont 

les  termes    x'^'^^Gduy  &    x'^^^Hdr.    Cela  pofé, 

remettons    dans  — ^«*"*^'(F-+G«-t-Hr)   la  fra- 

ftion  —  pour  »,  la  fraélion  —  pour  /• ,  ^  pour  «i***JF, 
B  pour  «*"  G ,  &  C  pour  w*"  H ,  &  nous  aurons 
'"^"l^lt^^  pour  l'intégrale  de  Aàn^Bày^Cx, 
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CeCLXXVL 
Corollaire  IIL    Puîfque  Adx^^Bd/^^CdT:. 

&€.  étant   des  foaftions  homogènes^  comme   dans   le 
Corollaire    précèdent^   on   a    toujours   l'intégrale 

^^  J^^^  ^       >  il  s'enfuit  que  y  pour  avoir  l'intégrale 

de  ces  fortes  de  différentielles^  il  fuf&t  de  fubftituer  a 
la  place  de  dx^  d/y  dx  &c.  leurs  variables  refpeéli- 
\esy  8c  divifèr  ce  qui  en  provient  par  le  nombre  qui 
exprime  le  degré  de  dimenfîon  de  cette  fon£lioa  ainfî 
réduite  »  Suppofons  que  F  foit  une  fon£lion  homogène 
^^  *>/i  ^>  enforte  que  dt^^^.AdK^^Bdy-'^C di&y 

on  aura  toujours  i^= ^; y  en  fuppofant    que 

n  fbit  la  dimenfîon  homogène  de  cette  fonélion  •  Il 
cft  évident  que  le  nombre  n  eft  égal  a  w  — n ,  puifque 
par  la  fubfHtution  des  variables  a  la  place  de  leurs  dif^ 
férentielles^  le  degré  de  dimenfîon  doit  croître  d'une 
unité..  Nous  eclaircirons  ce  Corollaire  par  quelques 
exemples  » 

i/    Soit  ^r= 

ny"^ dy-^^yyxdy^iyxxdt^xt^ iit^y^ âit^i^ iy  •   en   fub- 

(/  —  «)*  * 

ftituant  X  pour  dxy  8c  y  pour  d/y  on  aura,   en  divi- 
lànt  par   2 ,    degré   de   la   dimenfîon    homogène 


II.  Partie.    Chat.  III.  iip 

2."     Soit  dFz='~*^^~*'^'  ')  on  aura,  en  M- 

(jrjr-ntx)» 

Eint  les  mêmes  fuhftitutions ,  7'*-^"^^*=»^,  8c,  en 

divifant  par  »,   qui  dans  ce  cas  devient  -—4,  on  aun 

3.'*     Soit^r=2»i^«L.i±i-4.ii:ll±l=:iiii; 

on  aura,  en  fub/tituant,   &  en  divifànt  par  z  degré  de 

la  dinaenfion  V=:xxL.^'^^* 

y—* 

On  voit  par  ces  Exemples,  qu'on  pourra  Intégrer 
facilement  par  cette  voie  toutes  les  différentielles  de 
cette  forme ,  &  d'un  nombre  quelconque  de  variables  ; 
ce  qui  deviendroit  fouvent  trè-penible  par  d  autres  mé- 
thodes. 

Il  eft  évident,  que  les  deux  Corollaires  precedens 
fubfifteront ,  en  fuppofant  un  nombre  quelconque  de 
fondions  B,  C,  Ô^c.  =  o,  &  par  confequent  fuppofant 
que  V  foit  une  fon6lion  homogène  de  la  feule  variable 

X.   On  auroit  dans  ce  cas  Vz=ia^ ^  &  en  différentiant 

dVzzinax^^  di^l  on  auroit,  fubfW tuant  x  a  la  place 

de  i//r,  &  divifànt  par  n^  l'intégrale  précédente  ait. 


•i:* 
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CCCLXXVII. 

Problème  IIL  Ren3re  homogène  Tequation  gé- 
nérale de  fon  degré  (jtf-H-4/)</«-*-(Ax-+c/-+/)i/^==:o, 
pour  Tintégrer  par  la  feparation  des  indéterminées. 

Solution.  «•"*  Si  les  coefficîens  a  8z  b  etoîent 
les  mêmes  &  avec  les  mômes  fignes  dans  cette  équa- 
tion, on  n^auroît  pas  befoin  dé  fèparer  les  indètermi-- 
nées  pour  l'int^rer^   puifqu alors  Hd9C':±a(jd:c^^xdy) 


^'^cydy'^^fây'=:^o^   &  fbn  intégrale   ^HK-^axy 

^cjfy^^fy-zrzC  confiante- 

2.  ^  Si  le  terme  /  etoît  nul ,  Tequation  feroît  lia- 
mogene,  &  on  auroit  ce  quon  cherche* 

l.^  Si/*neft  point  zéro,  ny  a^=.h^  ny  de  mê- 
me fîgne,  on  fuppofera  ip=«-+-^,  &  y=,u^^q^  %  & 
ir  étant,  deux  nouvelles  variables,  ^  p^q  deux   conftan- 

» 

tes  indéterminées,  ou  arbitraires;  d'où  Ton  tirera  dxz=: 
dzy  &  d/=zduy  8c  fubili tuant  ces  valeurs  dans  Tequa- 
tion  propofée,  on  la  changer^  en  (x'^au'^p'^aq)d% 
^^{b%'^cu'^bp'^cq'^f)du'=zo.  Or  cette  transfor- 
mée feroit  homogène,  fi  les  termes  de  quantités  coo- 
ftantes  ^-t-i/^,  &  ^/>— hc^— ♦•/ etoient  égaux  a  zerb, 
puifqu  alors  Tequation  deviendroit  (%-H-^«)^»— ^(^;?; 
cu)du:=zc.  Jl  faut  donc  fuppofer  p^^aqz=2o^  & 
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bp^-^c  q^^f^io]  d'où  Ton  tire  ^=—.-^1-,  &  q 


■  _    ;    par    confecjuent    x=:«— j2~^  ,  &  /  =  « 

^J    .  Donc^  fi  Ton  fubftîtue  ces   valeurs   dans   Tequa- 

tioa  propofée  ,  'on  la  réduira  a  Fequation  homogène 
(«— V-ziw) Ja;— i-(è2t-+c«)^«:=:a*  Enfuite  on  fepa- 
rera  les  indéterminées  dans  cette  équation  par  le 
Problème  I.  en  faifànt  ^=zus^  &  d%=zuds^\* 
sdu\  ce  qui  donnera,  par  fubftitution,  &  en  divifant 
par  i#j  Fequation  {i''^a)uds'^{ss^^¥ai-^bs'^c)dut 

OU  ion  aura  — -h — -^ — — 7—— -==0  &,  en  la* 

tégrant,  JLu^hS.    j/'^''})^  .  ■  =  C  confiante» 

Il  iàut  remarquer  que^  fi  dans  Fequation  propofée 
on  avoir  a&=zcy  les  confiantes  p=z—^^^^    ,  &  9=: 

— r—   feroient  infinies  •   &  la  méthode  dont   nous  nous 

fommes  fervis  ^  ne  feroit  rien  connoître .  Mais,  fi  dans  ce 
cas  on  fiibfUtue  ^  ^  au  lieu  de  c  dans  Fequation  y  elle  devient 
{^x^^ay^dx-^{bn^¥bay'^f)dy=zoy  ou  (99'^ay)dse 
^^{:Q^^ay)bdy'~¥fdjf=zo  ;  fiippofant  maintenant 
X'+ay^zf  y  on  aura  99=it-^ay  y  dK^^zdt-^ady  y 
(x~-hajf)dx=:fdf--^afdf  y  (x'^a/)bd/=^bfd/y 
&     Fequation     entière     fera     rdr  —  atdy-^btdy 
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fày-^izo^   ou  jj~~^ --4- rf/ :=: a ,   équation   dans  la- 
quelle les  indéterminées  font  feparées* 

CCCLXXVIIL 

Si  on  vouloit  intégrer  Tequation  homogène  précé- 
dente («-4-tf») J«-+-(^«— Hr«)^«=:o  fans  feparer 
les  indéterminées,  on  trouvera  aifément  le  fa£leur  qui 
rendra  cette  différentielle  complette.  Il  ne  faudra  pour 
cela  qu'avoir  recours  au  Corollaire  L  du  Problème  II. 
(Art.  cccLXXiv.)>  où  nous  avons  démontré  que  le 
faveur  dans  les  différentielles  homogènes  etoit  généra- 
lement jî^rp^TT^cI^vT 5  ^  P^^  confequent  dans  le  cas 

prefent  •  =i  ^   ^p    =  -7 — ; — ^\   ,l — : — %  ;   &   en 

fubdituant  a  la  place  de  n,  Xy  &  de  leurs  différentiel* 
les,  leurs  valeurs  refpeélives,  on  retrouvera  la  même 
différentielle,  dans  laquelle  nous  avons  déterminé  le  fa« 
£leur  par  une  méthode  plus  longue  (Art.  cccxliil). 
On  pourroit  trouver,  fi  on  vouloit,  d autres  fa- 
veurs (Art.  cccxlviil);  &  il  ne  faut  pas  omettre 
que  cela  efl:  quelquefois  neceflaire  :  par  exemple ,  fî 
^x-H-B/^o,    comme  il   arrive  dans  lequation  ^dn 

—  xdy^=:o.   Le  fafteur  -^ — ^-5—  feroit— î ;  &  par 

^  Ax-^By  xy  —  ny  *         ^ 

confequent  il  Êtudroit  divifer  la  différentielle  par  o.  at/^  c  eil 
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a  dire,  par  zéro;  mais  puifqu'on  peut  prendre  un  multiple 
quelconque  de  ce  divifeur  (  par  l'endroit  cité  )  on  prendra 

<»V*  >   &  la  différentieUe   complette  fera  r^''-*^!'  ^ 
dont  l'intégrale  eft  — .    Si  on  vouloit  prendre  le  mul- 


dont  rintégiale  eft  JLx 


luroit  alors  ^^—^ — ï-i  = 

_dx 

Li«— £»/=£.  — . 

CCCLXXIX. 

Si  dans  la  différentielle  du  Problème  précèdent  on 
ajoutoit  un  coefficient  >  qui  ne  fût  point  affe6lé  de  va* 
riables^  pour  lui  donner  cette  autre  forme  {g^^ex-^^ 
ay)dx^^(bx'^cf-^f)d^=^Oy  en  fuppofant  de  mê- 
me que  dans  cette  folution^  «=:2;-4-/>^  &  ^=«-4-^* 
On  auroit  Tequation  {g'^^ep^¥aq'-hre%^'^au)d%-^^ 
{f^^bp'^cq'-^b%.-^cu)du=zoy  dans  laquelle  faifant 
g^^ep^^a  q  =z  o,  &/— h  bp  -+c  qzzzo  y  on  aura  la  transfor- 
mée homogène  (^2: -♦•^»)rf2^H-(^%—l-c«)^«=::a^dont le 


fa£l:cur=r  ;     -.^  .  On  pourra  donc  de  mê- 

me  intégrer  cette  différentielle  par  la  feparation  des  in- 
Heterminées ^  ou^  fans  les  feparer,  en  multipliant  parle 
faéleur;  mais  nous  avons  déjà  intégré  ailleurs  cette  dif- 
^rentielle. 


^ 
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CCGLXXX. 

Problème  IV^  Trouver  les  conditions  que  doi- 
vent avoir  les  expofans  des  variables  dans  les  équations 
différentielles  de  tant  de  termes  qu'on  voudra  a  deux 
variables  feulement,  pour  qu'on  puifle  les  rendre  ho- 
mogènes, 8c  les  intégrer  enfuite  par  la  feparation  des 
indéterminées  • 

Solution,  i.^  Lorfque  les  équations  n'ont  que 
trois  termes,   on  peut  toujours  les  reprefenter  par  cette 

formule  générale  a/'' 9ç^ dx-^b y^ 9^ dx^^^c /y  df:=:o  y 
les  expofans  des  variables  étant  des  nombres  quelcon- 
ques ou  zéro.  Suppofant  d'abord  que  la  fomme  des 
expofans  n'eft  pas  la  même  dans  chaque  terme,  puifqu'- 

ajors  l'équation  feroit  homogène,  on  fera /=r2;'^,  %  e- 
tant  une  nouvelle  variable,  &  l'expofant  yr  une  con- 
fiante arbitrarie .  On  aura  ^/ = tt  %'^  ~  '  //  %  ^  ^  zr=  %l''  '^ , 
/— 2:*^,/=2;'%   &   par  fubflitution   az'^x'^dx^ 

h%^i^dx^^cTriQ^T^^~^'^'^^d%^=:o.  Or  pour  rendre 
cette  équation  homogène ,  il  faut  que  la  fomme  des 
expofans  foit  la  même  dans  chaque  terme.  On  aura 
donc    ces   deux    égalités,   7r;?—hw  =  '7r^-+-^z=:r-4*7r^ 

TT  —  i.   On  tire  de  la  première  -n  =  Zizp.  &  fubfti': 
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tuant  dans  la   féconde   cette   valeur  au   lieu  de  -w,   on 

trouve  (j—^-*-i)(^— »»)  =  (/>  — ''-+0(»—^)> 
équation  qui  exprime  la   condition   que  doivent  avoir 

les  expolàns  de  la  propofe'e,  pour  qu'on  puiflè  la  rendre 

homogène  par  la  fiibftitution  de  as"    *  au  lieu  de  /. 

Neantmoins  cette  fubftitution  eft  impoflible  ,  lorf^ 
que  ^=»»,  ou»=^;  mais  alors  on  pourra  feparer  tout 
d'un  coup  les   indéterminées   dans   l'équation  propofée; 

car  fi  P^=^my  elle  devient  m^'~^dx-¥-    'J       ^=o>  & 
fi»=^,elle  devient ^w'^~'"^x-i-^x^~Vjc — c/^'^dy 

2.^    Lorfque  les  équations  font  comporées  de  qua- 
tre termes,   on  peut   toujours  les   reprefcnter   par  cette 

formule     générale    a/ ^T à9^'-¥h y^ x  dn^^a! y  ày 


fx^y''  dy  =zo  .    On   fuppofera    encore  /  ==  »'  ,   &   on 

trouvera     par     fubftitution     a%^  x^  d^^^h^'^^f  d  x^^ 

cirx:%  dz-^firx  %  az=zoy    on    aura 

donc  les  trois  équations  fuivantes  entre  les  fommes  des 
expofans    '73r»—i-w  =  '»'^-^-p=:f-4-'75ri-4-7r— .  ï=:r-4* 

TTr-H-TT  —  i.  La  première  équation  'zr;?-+w=:'»'ç— »-^ 

donne    ttzzs^^— ;   la  féconde   équation  -jt  ^  — i-/»  =  »' -+ 
ir  S'^  TT —' i y    après   avoir   fubftitué    la  valeur  de  tt^ 
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qu'on  vient  de  trouver ,  &  avoir  réduit  le  tout,  donne 
(^—r-n)(»— ^)  =  (j— ^-n)(/i— w),  pour  la 
première  condition  des  expofans*  La  troifieme  équation 
•ar^— 1-^  =  ^-4. irr—»-^— I ,   après   la  fubftitution   de 
la  valeur  de  tt    &  la  réduction   donne  (p  —  ^— n)X 
(n  — ^)=:(r  — ^— n  )(^— .iw)  pour  la  féconde  con- 
dition  des  expofans;   &  s'ils    ont    ces  deux   conditions, 
l'équation  de  quatre  termes  propofée  deviendra  homoge- 

ne  par  la  fublHtution  de  ^""'^  au  lieu  de/* 

3.^  On  voit  facilement  qu'on  trouvera  de  la 
même  manière^  que  les  expofans  doivent  avoir  trois 
conditions  pour  les  équations  de  cinq  termes,  quatre 
conditions  pour  les  équations  de  fix  termes,  &:  aind 
de  fuite*     C.^F.T. 

CCCLXXXL        ^ 

On  peut  fe  fervîr  de  ce  Problème  pour  examiner 
fl  les  expofans  des  deux  variables  dans  une  équation 
propofce  ont  les  conditions  requifés  pour  qu'on  puifle 
rendre  cette  équation  homogène,   en   fuppofànt  une  de 

{es  variables  /,  ou  x,  égale  a  «*,  «  étant  une  nouvel- 
le variable  avec  fon  expofant  arbitrdre  tt  ^  On  n'a 
pour  cela  qua  comparer  l'équation  propofée  avec  la 
formule ' générale  qui  luy  convient,  déterminer  les  ex- 
pofans de  la  formule  générale  par  ceux  qui  le«r  repon- 
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dent  dans  la  propofée,  &  fubftituer  enfui  te  leurs  va- 
leurs dans  les  équations  de  condition ,  que  fournit  le 
Problème.  Si  ces  équations  de  condition  fe  vérifient, 
on  pourra  rendre   lequation  propofée   homogène  par  la 

fubftitution  de  »^,  &  on  aura  la  valeur  de  Texpofant 
T.    Si  on  propofoit,   par  exemple,    l'équation  de  trois 

termes  4/'**4/«-*-3/*^x  —  ^j»*J/=o,   on   la  com- 

pareroit  avec  la  formule  générale  de  trois  termes 
Ay' x"^ dn^'^bj/^ K  dx'^-^ciJ^y df=zo^  &  on  trouveroit 

»=:3,w=^,^=:2,/^  =  (),rr=-i,j=o;    en   fubfti- 

tuant  ces  valeurs  dans  Tequaticm  de  condition  {s — q 
— »- 1  )  (^— w)=:(^ — r-+i)(;i  —  q)^  on  trouveroit 


regaUté  (0— 2-*.i)(o— .•i)  =  (o-^^i)(3— 2), 

ou   —  I  X  —  -  ==H-  -i  X  I  •    On  en  conclùroit  donc 
que  l'équation  propofée  peut  être  rendue   homogène   en 


I 


fuppofant /  =  «*,  &  -îrrizi— 2x=— — i=: — -  ;    par 

I 
confeqaent  /  =  «     '•    En  effet,  fi   on   fuppofe  /  = 


2    *  ,   &  qu'on  fubftitue  x    *  pour  /*  ,  «    ^  pour  /*  ^ 


& — î-x    'i/a;  pour  dy  dans  re<juation  propofée,  elle 
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devient    4z       s^^  dx-^^zT  ^^—t-jx*  z    ^  d^'^^o  ^ 
équation  homogène* 

CCCLXXXIL 

Problème  V.    Séparer  les  indéterminées,  dans  Te- 
quation   .différentielle     a    deux    variables   aXy* dy^^ 

b/^^^^  JCdx'-^cy  X"dxz=Oy  dans.  laquelle  X,   X^  X! 
font  des  fondions  quelconques  de  j«  &  de  confiantes  * 
SoLUTioii.     i.*^    En     divifant     toute    Tequation 

d'abord  par  /^ ,    &  après  par  aXy   on  l'a  réduit    a   fe- 

quation  /         »/-*""— 7J—-I — 7F*=^>    ^^^s 

laquelle  oa  a  le  premier  terme  /^'^^ dy   tout  en  ^, 

&  le  dernier  terme  ^ — ^  tout  en  ^. 

aX 

2.^  Donc  5  fi  on  pou  voit  trouver  une  fbnclîon  V 
de  X  &  de  confiantes  ^  telle  qu'en  multipliant  toute 
Tequation   ainfi   réduite^   elle  rendît  fes  deux   premiers 

termes    Vy^'^^ dy^ ^~Ty "  ^^^   difFéreutîelIe 

«xafte,  on  troaveroit  Vintégrale  de  toute  Tequation  en; 
cherchant  celle  de  la  différentielle  exa6le  par  la  métho- 
de du  Chapitre  L,  &  enfurte   celle  du  dernier  terme 

^  ^^  ^  par  ks  méthodes  .  de   la  première  Partie ,  puî t 

que 
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que  ce  dernier  terme  ne  çontjendroxt  <ju  uae  feule  va^ 
riable  x. 

3."*     Cela  pofé,    fi  on  fuppofe  -^ — j^ =zA^ 

&  F/"""*  =  5 5  &  par  confequent  toute  la  difFéren- 
tiellc  exafte  z^iAdsc^-^Bd/y  on  aura  (Art.cccxxxii.) 

équation      j   ■=    ^^    ;   celt  a  dire,   quen  prenant 

la  différentielle  de  A  en  ne  faiûnt  varier  que  / ,  & 
en  la  divi/ànt  par  d/^  &  enfuite  la  différentielle  de  J3, 
en   ne   faifant   varier  que  *,   &  divifant   par   dxy   on 

aura   1  équation  ^ — jj ^ =  ^^      ;    dou 

Ion  tire  ^  aX  ^  ^^T^^  ^  ^^  intégrant  de 
part  &  d autre  JLP^=S.^ ^  ^^^  En  prenant 

f  pour  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  efl 
Tunité;    c'eft   a   dire,    en    fuppofant    L.e=ziy    on    a 

ç.    (g  — ^-4-1  )iX'Jx   ç.    (»  —  ^-f-T  )bX'dx        j       ^^^^ 

aX  aX 

L.^'  *^  ,  en  mettant  k  pour  »  —  q^¥i.  On  aura 
donc  L.Vci=:L.e'    '^    ,    &  en  repafïant  des  logarith- 

mes  aux  nombres  F=: ^  '    '^    .    Donc  puifque  Tinté- 

grale  S. — j-1  peut  toujours  fe  trouver  par  les  me- 

R 
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thôdes  de  la  première  Partie,  on  connoitra  la  valeur 
de  la  fon6tion  ^  de  #?,  quon  cherchoit,  &  on  pourra 
par  confequent  intégrer  Tequation  propofée. 

4.^     Si  on   met  e*    "^     pour  V  dans  Tcquation 
Vy      Uy^-^^ H__-=:o,    la     quantité 


^/■"^^/-^-^—^F^^    ou    Bdy^Adx    fera   une 

dififérentielle   exafte,    dont   l'intégrale    peut    fe    trouver 
par  les  méthodes  du  Chapitre  I.  y    en  intégrant    le  feul 

terme  Bdy^   ou  yy^~^ ày ^  dans  la  fuppofition    de/ 
feule  variable,  &  de  x  confiante.     Or  Tintégrale  de  ce 

terme    dans    cette     fuppofition    eft    ~^ j-  =  -j- 

Donc     rintégrale     de    toute     Tequation    fera    — j^ 

S.  ^^^/*-  =:  C   confiante  •    &   en   remettant    ^  '    •  ^ 
pour  r,  onaura  -^./'    -^   --h5'.(^i^X /"  ""^^^j 


=.C;  par  confequent  /  = ^^ ux'.,   "■ = 
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e  '^  J  >  1^  indéterminées  feront  donc  toujours 
feparées ,  &  l'équation  intégrée  par  cette  méthode . 
C.  ^  F.  T. 

Si  ^,  ou  » — ^-t-i  etoit  zéro,  les  quantités  qui 
font  divi/ées  par  k  deviendroient  infinies,  &  la  métho- 
de paroîtroit  ne  rien  donner;  mab  dans  ce  cas  on  au- 
roit  n  —  ^=—1,   &  l'équation  propolïe   (è   reduiroit 

a  celle-cy  —  — i — TjT"  '  ' ax"  "">  ^^^^  l'int^rale 
cft  L./-I — S,—^"^^S,  '  ^*=C  conftante. 


CCCLXXXIII. 

Corollaire  L    Si  dans  l'équation  propose  on 
fuppofe  X'=K%  8t  X=*'-^%  onaura^"-"^-;;;^^^''''^* 

_(^-_^_^Oi£«.__^    (par   la    Solution    précédente 

N.*  j.),  &  en  intégrant  de  part  &  d'autre  ^*""^j^  X 
l.«=L.^,  ou  i6i^*  =  JL.f',  en  écrivant  h  pour 
(«-y-vo^  .  ^^^  confequent  L,m^  =  L,F,  &  «*  =  r. 

Donc  cftfubftituant  **  pour  V,  k  w""***   pour  X  dans 
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l'intégrale  -j^^S.'  ^^  *  =C,  cette  intégrale  devien- 


dra 4^-+.5'.i-r/-''-"V*  =  C,    ou/ 


4 


b ' 

If 


CCCLXXXIV. 

Corollaire  IL  Si  requation  propofée  etoît 
nii^ y^ dy^¥bj/^^^  %  dx^^dx^^zo]  en  la  comparant 
avec  celle  du  Problème  aX/ dy^^by''^^  X'd x 
c/X'dxTTi^o^  ontrouveroitX=^^'"j  JSr  =  /,  -^c/^ X[ 
=— ï;  par  confçtjuent /^=;=/  =1,  X'z=zx=zi^  8c 

c^— I,  ûc  — ^ — jT— : , 


*>•  ■     y.  ■— —  .1  Mil  II  Lr- 


^      If-        ;•       ^    g^   riutégrale    de    toute    lequation 

aX 


)*,?-"'-^» 
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CCCLXXXV. 

Lemme  I.  Toutes  les  équations  différentielles  a 
deux  variables  &  a  trois   termes  peuvent  fe  réduire  z 

cette  forme  dy'=:aH^ d  x-^b/^ dx. 

Démonstration.  Puifque  ces  équations  ont  ne- 
ceffairement  deux  termes,  où  fe  trouve  la  différence 
dune  même  variable,  &  un  troilîeme  terme,  où  eft  la 
différence  de  1  autre  variable,  il  eft  évident  quelles 
peuvent  toujours  être  comprifes  fous  cette  forme  géné- 
rale At^u^ du'=iBu^%  dz'+Cu  z^dz^  dans  laquelle 
-/^,  B ,  C  defignent  des  conftantes  quelconques ,  &  les 
expofàns  «,i*,  y,^,  ^^  i^  des    nombres   quelconques  ou 

zéro.  Or  divifant  toute  cette  équation  par  Az^^  on 
la  réduit  acelle-cy  »^~^  J^=— ss"^"*  ^55-+  ^«^'"^X 

%^~'^ dz ^  qu on  peut  exprimer  ainfi  u  dw^zEz  dz 
-+f«*»^%j&fion  fait  w'^^^=^,  ou  u:=iy^  , 
on  en  tirera  u'du^:  ^j[^^y  »^=:^'"*%  &  par  fubftitu- 

tion  djf=z(7r^i)Ez''dz-^(ir^i)Fy'''^'z'dz; 
quon  peut  exprimer  ainfi  dy^=^Gz  dz^^Hy^ z  dz^ 


r-4-I  9-^1 


De  même,  fi  on  fait  %        =^>  ou  %=«       ,  on  en 


\ 
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X 

l 


tirera»  ^«^zr^q-j-,  %'=:«j'^*,  rf%r=;3— ;j  rf^, 

i'i/azs— !—/"*■' i^,  &  par  fubftitutîoA  J/  =  -y^^X 


T  — d» 


m'^^dn-^  ,i^l/ dx^  ou  df^=:aM^dM-^b}f^d9Cj   en 


mettant 


C  J^.  F.  a 


CCCLXXXVI. 


Problème  VL  Une  équation  différentielle  quel- 
conque a  deux  variables,  &  a  trois  termes  étant  don- 
née, feparer  les  indéterminées  pour  Tintégrer  enfui  te, 
ou  rintégrer  en  les  feparant. 

Solution  .  Nous  venons  de  démontrer  que  Tequatîon 
propofée  peut  toujours  fe  réduire  a   cette   forme  d/=: 

aa^dx-^tf^dx^   qu'on  pourra  refoudre  comme  il  fuit. 
i.^     Si  w=o,  ou  fi  Fequation   eft    dfzm.adx^^ 

hy^dx^  ou  aura— ^=J^,   dans    laquelle    les  varia- 
bles font  feparées. 

2.^   Si^  =  ;;^5rr  )  ^^  ^^  Tequation  eft  dy^^a^rdi^ 

•m^by*^^ d»^  on  la  rendra  homogène  en  faiiànt  «= 
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2 


X        ,   &  on   feparera   enfuite   les  indéterminées  (Art. 

1 
cccLXXii.)-   Car  5  fi  on  fiippofe  x=:«""^%   on   aura 


M     =  2 


if  </%  i 


&    Tequation     deviendra    ^/  =  ^3rr"^^ri+T/*^*X 


m 


^ d%  y     ou     (w-4-i)»'"'**^/=:^«"*"*"*  J« 


^/       ^  ^  >  ^^^  ^^  homogène  • 

3.  ^   Si  ^  =  I ,  ou  fi  Tequation  propofée  eft  J^  == 

ûtTdx^^bydx^   on  pourra  la   mettre  fous  cette  forme 

—^y^df'^f9r/dK-¥gy^d9i'=io^  &  la  comparer  avec 

la  formule  du  Problème   précèdent  aXy^ dy-^cy^lC dn 


w-fl 


-4-^/        Xdn:=zo^  ce  qui   donnera  /»=:— i,  »  =  o, 

=  I ,  &  en  fubflituant  ces  valeurs  dans  Fintégraie  de  ce 
Problème,  on  aura  celle  de  l'équation   propofée  dyz=x 

4.^  Enfin  on  peut  toujours  intégrer  Tequatioa 
propofée,  en  feparant  en  même  tems  les  indetermin&s*, 
par  Ja  méthode  de  Newton ,  que  nous  avons  expliquée 
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dans  le  Chapitre  précèdent  ^  quelques  foîent  les  nom* 
bres  donnés  m  8c  q.  On  peut  même  trouver  une  in- 
finité de  fuites  y  qui  exprimeront  la  valeur  de  /^  en  « , 
en    laifTant  Texpofant   m   indéterminé ,    &   prenant    un 

nombre  quelconque ,  conmie  1,2,3,  ^^^  ^  ~  y~y  ^^* 

pour  Texpoiant  qy  8c  même  en  lailfant  aufli  cet  expo- 
faut  indéterminé ,  &  en  formant  par  les  formules  de 
Newton    les  puiflànces  q  des  fuites   qui   expriment  Ids 


ax^ 


valeurs  de/ en  x.  Car  puîfque  y=^  m-^i^^^^^y^  ^^y 
on  aura,  eu  ajoutant  une   confiante  arbitraire  C,  /  = 


^,m-n 


C— h  ^^^j^'^^S.b/^dx;  ce  qui  peut  fournir  une  infi- 
nité de  fuites  différentes  pour  la  valeur  de  /  en  x^  & 
en  confiantes,  comme  nous  lavons  fait  voir.  Nous  al- 
lons donner  quelques  exemples  de  cette  méthode^  eu 
laiflant  Texpofant  m  indéterminé. 

CCCLXXXVII. 

Exemple  L  Soit  propofée  Tequation  df^.a^C^dx 
^^-b/dx;  en  intégrant  décote  &  d'autre,  on  aura  /= 


**"•*'      .    ^   ,       ,         «      .ax"^ 


S.bydxy  &  en  prenant  ^^^  pour  le  premier 

terme  de  la  fuite ,  qui  doit  exprimer  la  valeur  de  /  en 

« 

n  &  en  confiantes,  &  X  pour  la  fomme  des  autres  ter- 

'^  mes 
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mes  de  cette    même  fuite  y   de  forte  que  y 


ax^-^^ 


m—t- 1 


X,  on  aura  bydx:=Z'^^;r^dit-hbXdx\  S.bvd;t 


b'»'"'^ ^CAVJ.     fi. -«"•■'*     .         A-x"*-"» 


'■^•S.bXdit:  de  même  fi  on  fuppofe  que  X'  foit  la 
femme  de  tous  ks  termes  de  la  fuite  X  après  le  pre- 
mier de  cette  fuite   (  ^  t\'''^il!^ ,  )  ,  de  forte  qu'on  ait 

if  a  x"^  ***  * 

=ÔS^TrTc^rTT) -+^';    ^n   aura    aufli    bXdxz=: 


S.bX'dxy  &   V 


(«-+i;(i»-+a;(OT-j.j)"'  '^•^■^'^»'«  En  fuppofànt  de  mê 

Ci»-4-i)C«,H.»)(m-hji -t-  X" ,     on     trouvera 


.■»-*•! 


(w-n )(»-+»;(», -4. j;(„^43—»--y-^-X*'</«,  &  ainfi  de 
fuite  a  l'infini . 
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Il  eft  donc  évident  que  la  méthode  de  Newton  à 
lîeu  dans  les  équations  différentielles  avec  des  expofàns 
indéterminés,  &  qu'on  peut  fe  fervir  de  ks  Tables ,  ou 
re£langles  de  la  même  manière  qu'on  s'en  fert,  lorfque 
les  expofans  (ont  tous  donnés  en  nombres  comme  nous 
allons  le  faire  voir  en  cherchant  la  fuite  qui  exprime 
la  valeur  de  /  en  x ,  dans  la  fuppofition  que  le  premier 
terme  de  cette  fuite  (bit  une  confiante  arbitraire  Cj 
qu'on  ajoute  a  l'intégrale,  de  forte  qu'on  ait/=z:C 


^  ^^  -^S.bydx .     Car    en   fuppofant  y  =  C-4-  ^ 

-♦•X,  on  aura  bydx^zbCdx^-i-^'" ^   l^-t-^x^/x,  en 
intégrant    de    part    &    d'autre,    S.bfdnz=bCx 

"^(;„-n)(yy,-^.2)  "^S.bXds.     Eu    continuaut     l'opéra- 


tion ,   comme  dans  la  Table  (  Planche  Vl.  Fig.  12.)  on 
trouvera 


m  -4- 1  (W-+.1  )  (»t-+.2j         («ï-HO  (wH-2)  (wh-j)         (oth-O  (w-1-2)  (^wH-j)  ('«■+4) 


On  voit  bien  que,   fi  l'expofant  m  etoit  un  nom- 
bre entier  négatif  quelconque  >  il  y  auroit  toujours  dec 


IL  Partie.    Chap.  III.  139 

ttrmp  dans  la  valeur  de  /^  qui  auroîent  zéro  pour 
dénominateur,  &  qui  feroient  par  confequent  infinis, 
puifque  ces  dénominateurs  font  compofés  de  faéleurs 
w-n,  iw— »-2,  ;w— 1-3,  &€.  II  faudra  donc  alors  fe 
fervir  des  préparations  que  Newton  préfcrit,  en  fubfti- 
tuant  au  lieu  de  »  la  même  variable,  ou  une  autre 
avec  une  confiante  arbitraire;  ou  bien  il  &udra  inté- 
grer par  les  logarithmes:   par  exemple,  fi  on  fuppofe 

in=: — I,  Tintégrale  de  ax^dxy  ou  de  -~^  prife  par 

lés  logarithmes  (eia  al^x^  &  on  aura  y=zaL.x^^ 
S.bydxz=iaL.X'^S.{baL.HX  dx'-^bXdx)=za L,9$ 
'^haxL.x — han-^S.bXdx^  &  on  pourra  continuer 
en  intégrant  toujours  par  les  logarithmes  fuivant  cette 
règle  connue,  que  l'intégrale  de  la  différentielle  loga- 
rithmique c9pL.ny,dK  efl  -^q^^L.* — "iT+T  •  ^^ 
pourroit  pouflèr  ces  remarques  beaucoup  plus  loin,  & 
elles  méritent  d'exercer  la  fagacité  des  jeunes  Géomè- 
tres. 

CCCLXXXVIIL 

Exemple  IL  Soit  propofée  Tequatîon,  quon  ap- 
pelle communément  du  Comte  Riccatly  dy'=^aK^dx'^ 
by^dx.    On  peut  la  refoudre,  comme  dans  l'Exemple 
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précèdent)   fans   fe  fervir  des  Tables   ou   reflangles    de 
Newton.  Car  en  intégrant  de  part  8c  d autre ,  on  aura 


ax^^^ 


d abord  /  =  ^^^  --¥S.by  dsc;  fuppofant  enfuite  ,  que 


la  fèrie  qui  doit  exprimer  la  valeur  de/  en  x  foit 


m— ht 


a    X  tax  X 


Xy  on  aura  >*=-i— — ---♦- — — -— hXX,  & 

la  différentielle  b}ffdx=z^ 


hXXdx^    8c y  en  prenant  les  intégrales    de  côté    & 


d'autre,  on  trouvera   S.byydp^ 


(wH-i)*  (iw-h  j) 


S.  ^  ^Ij^i — ^"^S.bXXdic  ;    par    confequent    f 


S.bXXdx'.    fuppofant   encore    X  =z  — ^-- 

-♦•X';  &  fubftituant  cette  valeur  de  X  dans  les  diffé- 
rentielles      "^^  _ ^,  &  bXXdx^  on  trouvera,   en 

prenant  les  intégrales,  d  autres  termes  de  la  fuite  qui 
doit  exprimer  la  valeur  de  /  en  x;  mais  le  calcul  fera 
plus  court,  fi  on  le  fait  par  la  méthode  de  Newton, 
comme  on  le  voit  dans  la  Table  {P ïambe  VIL  Fig.i^*)* 
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CCCLXXXIX. 

La  méthode^  dont  nous  nous  fommes  fervis  pour 
refoudre  les  deux  équations  précédentes  par  les  Tables, 
ou  reftangles  de  Newton,  fournît  généralement  la  fe- 
paration  &  Tintégration  en  même  tems,  lorfqu  elles 
font  poffibles;  il  ne  faut  cependant  pas  omettre  la  mé- 
thode particulière,   quon  a  coutume  d'employer,   pour 

traiter  J équation  du  dernier   exemple,   d/'^ay^dnz:=z 

bsT dx.  On  peut  deternliner  une  infinité  de  valeurs 
de  m,  dans  lefquelles  cette  équation  feroit  feparable  ; 
on  obferve  pour  cela  que  les  variables  peuvent  être  fe- 
parées ,  fi  on  change  Tequation  propofée   en  une  autre , 

ou  ^^*  $c  b  fbient  multipliés  par  une  même  puiflance 
de  X.  Cette  transformation  fe  fait  par  le  moyen  des 
coefficiens ,   &  des  expofans   indéterminés ,   &   en  intro- 

dui(ânt  une  nouvelle  inconnue.     Suppofons /  =  -^;c  — h 

«  r,  on  aura,   en  différentiant ,  dy=zpAK        ^«h- 

q»        tdx-^rK  df,  &  fubftituant  a  la  place  de  d/  & 

/*  leurs   valeurs  refpeéli'ves ,   l'équation   précédente  de- 


viendra  pA»         dx-¥qiC        tdx-^n  dt 
ttdx-^aAAx*^dK-^zaAx^'*'^tdx=:,bx^dx, 
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Maintenant    pour  fatisfaîre  a  la  condition  requifé,   fup- 
fons  /> — i  =  2/>5   pA-^aAA^zOy  p-^q^zq — i^ 

q-^zaA^zo  y    d'où    Ton     tire    p:=i'^iy  Az=i—  ^ 

qr=z — 2,    &  on  a  la  transformée   oT^^dt^^ax^^y^ 

ttdx:=rbx^ dn.  Or,  puifque  Ton  veut  que  ay^  &  b 
foient  multipliés  par  une  même  puiilànce  de  x,  on  voit 
que  m =—«4,  &  que  dans  ce  cas  Tequation  efl  fepa- 
rable. 

Soit  fait  de   plus  ^=— >  Tequation  précédente  de- 
viendra  dz^¥^bx^^^x^dx'=:aH~^dxy    &    fuppofànt 


%:=zA'^  -^  k^  fy    on   aura    en    opérant   comme    dans 

la  fubftitution  précédente  p'A'9^~^dx'^qx^~^tdx 

x^  dt-^bx  ^  tt dx-^bA   x  ^  dx^^ibX 

Ax  tdx=zax      dx.     Soit     lait  ^     comme 

cy-devant ,  2/>'-+»î-4-  2  =/>' —  i ,  />  A'^^  bA=zoy  q^¥ 
2  bA':=:20yq —  i  =:/>W5^'h- w— h2  ;  on  aura/>= — m —  3 , 

A'=2  ^  ^^  y  q=^ — 2  m — 6  y  &  la  féconde  transfor- 
mée fera  x'-^'^-^ df-^bx^^'^-''' pt'dxzzzax-^'dxy 
ou    df^bx'^'^'-'^tpdxzizax^'^'^^dx;    &    puifque 
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— w— 4  doit  être  =2»i-+-4,  il  s'enfuit  que  iw  = 
-^— 3   autre   cas  de  feparabilité .    En  faifànt  de  nou- 

veau  /==— 5  &  «'=:^V-i-«  iy  &  continuant  fuc- 
ccffivement  les  mêmes  opérations ,  on  trouvera  que 
Vequation    eft    feparabie    fi    /w=- 


Il  I* 


iw= — — ,  (ÎT'r.,  &  généralement  fi  r  eft  un  nombre 
entier  pofitif  quelconque  i  ^  2  ^  3  ^  ^r.  ^  J'equation  fera 

feparabie  dans  tous  les  cas  de  w=: Trtrrî  ^i^fi  en 

fuppofant  r=i ,  on  aura  w= — 4;  fi  r  =  2,  on  au- 
ra  w=— — ,  (ÎT'c.  De  plus  fi  on  confidere  la  loi 
des  expofans,  on  verra  que  dans  la  première  fubfti- 
tution  fzzzAi^-^x^ty   on  a/>= — i,  ^= — 2;  dans 


la  féconde  fubftitution  x-zziA if  -^9? t'  on  a  ^'=— ^ 
w— 3^  ^'=: — 2w — 6  y  &  ainfi  de  fuite,  on  voit 
que  le  fécond  expofant  eft  toujours  le  double  du  pre- 
mier, en  forte  que  Texpofant  f  étant  — tm — zr — i, 
TexpoGint  q  fera  — 2riw — 4r-— 2,  d'où  il  fera  aifé 
en  reprenant  les  fubftitutions  précédentes  de  former 
Texpre/fion  générale  de  /  = 
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t  étant  une  variable  qu'on  détermine  par  la  fubftitution 
dans  les  équations  feparees. 

Si  au  lieu  de   iubftituer  y^^A^^-^t? t ^   comme 

On  a  fait  d'abord  dans  Tequation  dy-^ay^ d9i:=ib9Q^dxy 

on  eût  fuppofé  premièrement  ^=:—  &  enfuite  7^-=iA^ 

•H-x^r,  on  trouveroit,  en  fuivant  les  mêmes  opéra- 
tions ^  une  infinité  d'autres  valeurs  dew^  qui  rendroient 
l'équation  lêparable.  On  fepareroit  avec  la  môme  faci- 
lité les  variables  dans  Tequation  x^ dy-^ajf^ pq^ d9c=z 
bic^dic.   Il   ne  faut  pour   cela   que   divifer  par  x^  ^  & 

taire  m      ^      =2. 

Enfin  on  peut  appliquer  cette  méthode  aux  équa- 
tions qui  renferment  différentes  puiflànces  de  dx  8c  d/^ 
Car  il  eft  neceflaire  que  ces  fortes  d'équations  foient 
homogènes  par  rapport  aux  dimenfions  d^  dx  8c  d/. 
Ceft  pourquoy  on  pourra  divifer  Tequation  par  une  di- 
menfion  de^x,  qui  foit  égale  a  la  fomme  des  dimen- 
fions de  dx  8c  d/ y  8c  on  refondra  l'équation  en  regar- 

dant^  comme  l'inconnue.     D'où   il  eft   évident   qu'on 

pourra  traiter  ces  équations,    comme  fi  elles   ne  conte- 

noient 
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noient  dx  Zcdy  qu  au  premier  degré .  Nous  ne  nous 
arrêterons  pas  davantage  a  l'explication  de  cette  mé- 
thode ,  laquelle ,  quoiqu'elle  renferme  une  infinité  de 
cas ,  en  laifle  cependant  une  infinité  d  autres ,  au  lieu 
que  la  méthode  tirée  des  reftangles  de  Newton  four- 
nit une  Solution  générale^  &  donne  la  feparation  & 
rintégration  par  la  même  opération* 

cccxc. 

Lemme  II.  Toutes  les  équations  différentielles  du 
premier  ordre  a  deux  variables,  &  a  quatre  termes, 
peuvent  fe  réduire  a  Tune  ou  l'autre  de  ces  deux  for- 
mules • 


IL    a^r  dx^^b^^ d Pi'^c /»  df^^df:=Z0y    ou 

Démonstration.  Dans  toutes  les  équations  de 
cette  forte  la  différence  d'une  des  deux  variables  fe 
trouve  dans  un  feul  terme,  ou  dans  deux  termes,  ou 
dans  trois;  car  elle  ne  peut  pas  être  dans  tous  les  qua- 
tre termes,  par  ce  qu'alors  toute  l'équation  pourvoit 
être  divifée  par  cette  différence,  &  deviendroit  finie. 
Il  n'y  a  donc  que  deux  cas:  le  premier  quand  la  diffé- 
rence d'une  des  deux  variables  fe  trouve  dans  un  feul 
terme  de  l'équation,  &  par  confequent  la  différence  dç 

T 
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lautre  variable  dans  le  trois  autres  termes;  le  fécond 
cas,  quand  les  deux  difTérences  fe  trouvent  chacune 
dans  deux  termes. 

Suppofë  que  les  deux  variables  foient  z  8c  Uy  on 
peut  reprefenter  généralement  le  premier  cas  par  l'équa- 
tion A%  u  du'^Buz  dz'^Cu'T^ dz^-^Du  z  d7^-=zoy 
en  prenant  A^B^CyD  pour  des  quantités  quelcon- 
ques, &  «,  /^,  7j  ^c.  pour  des  nombres  aufll  quelcon- 
ques,  ou   zéro.    Or   cette    équation    étant    divifée    par 


Az  u    fe  réduit  a   la   forme  u        du-^Ez 

Tu  '^^z^'^ dz-^Gu^  z^  dz=:Oj    &  celle— cy  en 

faifant  u  =/,  ou  i#         rf«= j^^q^  ,    &  »  = 


Z^'^'"^"*'^,   fe  réduit   comme  dans  le  Lemme  précèdent 
a  la   forme   dy-^Hz  ^^dz^^K/^z  ~  i/»-v-L/^X 

%^^  dz=zo;    &   cette    équation,    en    fàifànt    de    plus 


%"  =::x,  ou  a       »«  =  :; — rrr^    &  «=:x' 

devient  dy-^k'MsQ^ dK^^NjT z"^ dx^^P/ dx=.o  y  ou 
enfin,  en  prenant  a^  by  c  pour  des  quantités  quelcon- 
ques, &  ^^p'i^y  ^  pour  des  nombres  quelconques  ou 
zéro,  ax'^dx^^b^f^x" dx-^cydx^^df=zo. 

On  peut  de  même  reprefenter  généralement  le  /c- 

cond  cas  par  Tcquation  Azu^d  U'^Bz  t!' du-^Cuy^ 
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»''</«— hD«*»'<^«=o,  laquelle,  étant divifée par ^«"«*, 

devient   u        iu-^Ex  ~"  «  ~"   du-^Fx  ""  d% 


Cu     ^x*    *dz=zo,   &  celle-cy   en  faifant  u  ""'^"+* 


=/,  ou  f*  ""  du=^_^^_^^ ,  &  «=/       '''**,  devient 

ày-^Hx^'y" dy-^Kx^''* dx^L/v^"*  dz=zo  . 

Or  cette   équation,  en  fuppolànt  z'"~*~'"*=«,  fe  ré- 
duit a  cette  forme  atT dn-^hj^  dn^^c/  n  dy-'^dy=:^o  ; 

&  (1,  au  lieu  de  fuppofer  »'""*"**'=:;«,   on  avoit  fait 
»  "      '=*)  on  auroit  eu  la  troifieme  forme  âdn-¥ 

m 

CCCXCI. 

Problème  VII.  Une  équation  différentielle  quel- 
conque du  premier  ordre  a  deux  variables  &  a  quatre 
termes  étant  donnée,  en  feparer  les  indéterminées  a* 
vant  de  Tintégrer,  ou  en  Tintegrant. 

Solution.  Cas  I.  Lorfque  Tequation  propofée  eft 

ax^dx-^hy  n  dx^'¥cy' àn^^àyzz^o  . 


I.  ^  Si  dans  cette  équation  />  =  lH^I^i ,  «  5  =  ;^  ^ , 
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1 

on  la  rendra  homogène  en  faifant  x=zz        .  Car  on  aura. 


i  «H-i,  m  «-♦•I         m  j    r         , 


W— 4-  l 


^  =»        ,  M  dx=:z^^_^^  »       ^«.  Subftituant  ces  va- 
leun    dans    Tequatîon    propofée,    elle   devient  — 


iv  m-4-i    m -+ 1    I  tf  t»-«-i      m -I- I     .  . 

m 

équation  homogène,   dont   on   pourra   feparer   les  indé- 
terminées, &  enfuite  intégrer  (Art.  cccLXxii. ). 

2.^     Si  dans  l'équation  propofée  on  fait  fzzzxu; 
c^  étant   un  expofant  indéterminé,    &   u   une   nouvelle 

variable  ,     on     aura    y=zH^Ujy=:^x^Uy    ^/=^ 

J^ux  ^^  ds^+9c  duy    &    par   fubftitution    la    propofée 

deviendra     ax^dx-'^bu  x  ^'^^ dx^^cu  x  ^dx—» 


J^ux  ~^^x-— X  du:=zoy  équation  de  cinq  termes, 
qu'on  peut  réduire  a  trois,  en  fuppofànt  que  deux  des 
cinq  fe  detruifent  par  la  détermination  de  l'expofànt 
arbitraire  J^.  Après  avoir  tenté  différentes  fuppofitions 
de  deux  termes   égalés  a  zéro,   on  trouve   que  la  feule 

qu'on   puiffe   faire    fans   abfurdité    eft    bu  x^'^^ dx-^ 

<^«/~*</x  =  o;  d'où  Ton  tire />=  I ,  i^p^^n:=i^'^. 


n 
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I,    ou    »  =  — I,   &    bzrzS";   ce   ^ui   réduit 


Tequation  propofée  a  celle-cy  /i  x'"  rf  x  — »-  ^/  ib~  V  x  -+. 
c/  dx—'dfz=zoy  quon  ramené  a  Tequation  de  trois 
termes  ax^dx-^cu  x  ^dx—^x  du=zzoy  ou  ax^'^  dx 
'^CH  x^^^^ dx  —  du:z=:oy  en  faifant  / = «* » • 

Si  dans   cette   équation   de  trois   termes  m:z=^bs^ 

on  aura  ax'^-^dx^cu  x^^^^ dx=zduy   &  x'^^^Jx 
^  Ty    équation   dans  laquelle    les   indéterminées 


a-^cu 


font  feparées. 

Si    dans    la    même    équation    ^=1  >     on    aura 

ax^'^  dx-^cudx  —  du=zo  ^    ou    u^du  —  cu^ dx^—^ 

nx^~  dx=:oy  qu'on  pourra  réduire  par  le  Problème 
(Art.  CCCLXXXII. ).  Si  on  avoit  s=z2  ^  Tequation 
auroit  la  forme  de  celle  de  Riccati,   dont  nous  venons 

de  parler.     Enfin  fi  on  avoit  5=-—^,  ou  fi  Tequa- 

w  — ^ 


tion  etoit  ax'^-''dx^cu'^'''x'"^' dx—^du  =  o  ^  on 
pourroit  toujours  la  rendre  homogène,  &  par  confe- 
quent    en  feparer    les    indéterminées.     Car   en    faifant 


X  ^    ou    M  z=z?i  y    on    aura  x       an 
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1  H-  I  h 


— ^  m-+  I 


&«""-*=  ■jjq^-l-^»'"^ as,    &   l'équation,   après    la 
fubftitution,  "feroit     ^^7-1^  az'^dz-^  mZT^y  X 


m 


cii'""*'V«— ^«  =  0,  quoa  rendroit  homogène  en  fup- 


.m**!  m  p      ^  «  nf  r^^  "*  * 


pofant  «=:/^       ,  puifquon  auroit  »   =:^       ,  ^% 

.m  -+  i  — 


I» 


X        ..«-«•  1  rr»  -*•  » 


W  -*.  I 


u'^'^'V  ^dV. 


3.^    Enfin,   en   mettant   Tequation   propofée    fous 

cette  forme  j^^zasi^  -^b/ pi^^^c/  ,     on    la     pourra 

toujoun  intégrer  en  feparant  en  même  tems  les  indé- 
terminées par  la  méthode  de  Newton,  quelques  nom- 
bres donnés  que  foient  les  expofàns  p  8c  s^  quand  bien 
même  les  expofàns  m^  8c  n  demeureroient  indétermi- 
nés. On  naura  pour  cela,  qua  placer  le  terme  ax^ 
dans  le  re£langle  horifontal  au  haut  de  la  table,   &  les 

deux  autres  termes  — ♦-^/x"  &  -^c/  dans  le  reftan- 
gle  vertical  vers  la  gauche,  &  opérer  enfuite  fuivant 
les  règles  de  la  méthode,    comme   dans  le  Problème 
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précèdent.  On  peut  en  faire  un  eflài  fur  Tequation  à  y 

zzia^i^ àn^^hyn  dA'^cy^ dn^  fur  laquelle  on  a  beau- 
coup travaillé^  apparemment  a  caufe  de  ià  refTemblance 
avec  celle  de  Riccati.  Cette  équation  neft  quun  cas 
particulier  de  celles  que  nous  traitons  dans  ce  Pro* 
blême . 

Cas  il  Lorfque  Tequation  propofée  cft  asT  dn^^ 

^y  dn^^c/ X  dy — dy^=io. 

i.^   Si  dans  cette  équation  on  a  />=:^-q-^,&  j= 

—    ''■     ,    on    la    rendra    homogène    en    faifant    9ç  =: 


1 


x""%  car  on  aura  *'"=»"-*%   </x=;j4-^ «;'•"''</«, 


»  d9i=z dz\  y  ^=^y      ;  y  «*= — -— v       X 

m-*- 1  j  J  _^.     m  -+  I  f m  -*•  I  f     f  J      w  -+  i  v^ 

T 

t!^'^^  dy  y  &  toute  Tequation  après  la  fubftitution   fera 


m  — r  r 


T^adZ'^ ô^        z        dz--^cy        %        ay 


W-h  X 


dy-^zo. 


^.^    Si  on  prend  pour  le  fécond  cas  Fautre  équa- 
tion générale  ad^^^hj^ n  d9^'^cy  h  dy — i//=:o,  & 


À 
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que  dans  cette  équation  on  ait  c=: — byS=^p — i^  & 
w=i— 4-1,  enforte  que  la  propofée  foit  adpç-^h^^  x^  X. 
dx  —  ijf^  ~^  ^''  "+*  J^  —  ^^  =:  0  .    On     pourra    toujours 
l'intégrer  par  le  Problème  (Art.  ccclxxxii.)    en  fai- 

fant  f=zu9c.   Car  on  aura   par  cette    fuppofîtion  j/^  =^ 

i/^«r^;/^~^  =:  i^~^x^~^  ; d^=zud9c^^xdu;   Se    après 

les  fubftitutions ,    la  propofée    fera   adx-^bu  x  dx 

—  ^»  X         (udx'^xdu)  —  udx  —  xdu:=ZQu  X 

l^a — u)dx''^xdu—^bu         x  du=:o  y    qui    a 

la  forme  requifé  dans  le  Problème  cité  (Art,  ccclxxxii.) 
comme  on  le  voit  évidemment  en  écrivant  /  pour  x  , 
&  X  pour  u  dans  cette  dernière  équation,  qui  fe  ciian- 

ge    par    Ik    en     (a  —  x)y^  dy-^y^  x  dx  —  bx^~^  X 
dxzzzLo. 

J."*     Enfin   puifque  dans   le  fécond  cas   on  a  -j^ 

t= TT^%    ou   encore  -r-  = —^ — .    on   pourra 

toujours  refoudre  ces  cas   par  la  Méthode  de  Newton , 

en  reduifant  Tune  ou  l'autre  de  ces  fraélions  en  feries, 

ce  quon  peut   toujours  faire   par   la  divifion  continuée 
a  l'infini  • 

CCCXCIL 
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CGGXCII. 

REMAIIQ.UE.  Il  faut  bien  obferver  quon  ne  doit 
pas  confondre  la  feparatiou  des  variables  avec  Tintégra- 
tien* des  équations  différentielles;  c'eft  a  dire,  quon  ne 
doit  pas  regarder  une  équation,  comme  n étant  pas  in- 
tégrable,  par  ce  que  les  indéterminées  ne  font  point 
feparables.  Ceft  une  attention  que  plufieurs  Géomètres 
paroiflènt  n  avoir  pas  faîte.  Aind ,  par  exemple,  dans 
la  célèbre  équation  de  Riccati^  lorfquon  ne  peut  par- 
venir a  feparer  les  variables ,  on  a  coutume  d  abandon- 
ner ces  cas ,  &  on  defefpere  de  leur  intégration .  Or 
nous  avons  fait  voir  généralement  par  la  Méthode  de 
Newton,  comment  on  pouvoit  intégrer  cette  équation; 
&  la  feparation  des  indéterminées  eft  renfermée  dans 
rintégration  même. 

Il  nous  refle  a  obferver  que  les  équations  que 
nous  avons  traitées  dans  ce  Chapitre  peuvent  quelques 
fois  fe  ramener  plus  aifément  aux  méthodes  du  Chapi- 
tre premier,  en  cherchant  les  fafteurs  qui  peuvent  ren- 
dre fes  équations  intégrables.  Soit,  par  exemple,  Te- 
quation  de  quatre  termes  df^^^pydn^^qyydH^^^-rdH 
=9,  dans  laquelle  p^  q^  r  font  des  fon6lions  de  m 
feulement.  Il  faut  fuppofer  premièrement  que  Uy  fon- 
élion  de  X,  cft  une  des  valeurs  particulières  de  /,  qui 
latisÉiit  a  l'équation  propofée,  c'eft  a  dire,  qui  la  rend 

V 
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égale  a  zéro  par  la  fubditution ^  enfbrte   quon  ait   du 

'-^pudx-^^qu^dx^^riiM^^o.     Donc,    fi   on    fait    de 

plus  /  =  »-♦-—,   on  aura  en  différentiant  &  en  fubfti- 

tuant,  Ju^^-i-pudx-i-^!^^qu*d^^lJ^^-^ 
—-"-^rdx^zo;  &  par  confequent,  en  ôtant  la  fécon- 


de équation  de  la  première^  nous  aurons 

zz  r  9  l  '  «y 


du  — pudx  —^qu^dx 

■ 

Donc        <^g    ,  P^^    ,  ^y^^jf       y/(y 

z«            z  z  zz         '     ^ 
'-^ J; 2—  =  »,     ou     ^«  — (/>-+2^«)X 

«</«  —  qdx-=:o.  Or,  en  comparant  cette  dernière 
équation  avec  l'expreffion  (Art.  cccxlv.),  dans  la- 
quelle/ repond  icy  a  «,  on  trouve  r=r,  ^= — 
{p-^^q»)^    Donc  le   faveur  M,   qui  dans  l'endroit 

cité  eft  ^e'    '  ,  fera  icy  /— (^-«•«s"')*'»^   &-  ce  fe. 

ôeur  rendra  intégrable  l'équation  différentielle  </x— . 
{p-¥iqu)z dx — qdx=z o .  Mais  l'équation  difiérentielle 
propofée    eft   ^S=lL±iil)i±L:::l£i  == ,  ^    y   ^uj^ 
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doac,  pour  faire  evanoiiir  le  dénominateur  «as,  multi- 
plier le  feéleur  cy-deflus  par  »«;  ainfi  le  fefteur  con- 
venable   a  la  différentielle    propofée   fera  «  a  X 

de  — =f — «")=T — ^-rr»^)    «^    fuppofant    X  = 
^-^S.if-^xi»')à*  ^    &   multipliant    la    différentielle 


zz 

X 


l'intégrale     X%—S,qXdM^C=zy--^^S.qXdx  ; 
&    par    confequent    tous    les   fafleurs   cherchés    (  Art. 

CCCXLViii.)   feront   renfermés   dans :r*^î   ^ 

^  (r— *) 

étant  une  fonftion  quelconque  de  l'intégrale  X«  — 
S.qXJx^  ou  y^-^S.qXd^c;  doù  Ton  voit  que, 
u  étant  une  fonftion  connue  de  m  par  la  fuppofition, 
on  aura  auffi  X=^~'^-^'"^***^''',  fonaion  pareille- 
ment donnée  de  x» 

Si  on  vouloit  appliquer  cette  remarque  a  Tequa- 
tion  de  Riccati  dy-^y/dpc  —  ax^dx=zoy  qui  n'en  eft 
qu'un  cas  particulier,  on  trouveroit  les  fa£leurs  qui  la 
ïcndroient    intégrable,   pour  tous  les    cas  de  l'expofant 
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m  y  dans  lesquels  les  indéterminées  feroient  feparables. 
Car,  en  comparant  ces  deux  équations,  on  aura  p^^Oj 

q'=ziyr:=z: — ax^^  &le  faéleur  cy-deflus  devient  par 
la  fubftitution  — ^ — j  •  ^""  '  *  *  * ,  par  lequel  multi- 
pliant TequatioD,  on  aura,  en  fubilituant,  lintégrale 
— Tj;.  e  — •i^.tf  ax:=zCy  ce  en  uippolant 

que  X'  efl  une  fon£lion  quelconque  de  cette  intégrale, 
tous  les  faveurs  feront  contenus  dans  la  forme  X 

^—2  •  «  X  ^  comme  nous  avons  démontré . 

Nous  eclaircirons  cette  remarque  par  un  exemple  ^ 
Soit  Tequation  différentielle  ^/-+///^-+-////x— •-—==(>, 

on  aura ,  en  comparant ,  p:=z i ,  qr=z  i ,  r=— ~  .    Or 

la  valeur  de /=—  fàtisfait  a  cette  équation,    comme 

on  le  voit  en  fubftituant  les  valeurs  refpe£lives  dans 
la  différentielle   propofée,   qui  devient  =o:  donc  u=z 

'jy  «  X^=ze  '       ^^^Tx  '^      5   ^   P^  confe- 

quent  on  aura  le  Étéleur  -^ .  ff  X  ■  '  ^ = ^  .  X! 
(x>— 1)»>  acaufe  de(/— «)  =    "^i^      «  Maintenant^ 
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fi  on  multiplie  l'équation  propofte  par  ce  &£leur,   elle 

deviendra^-— ^.  r'{d)i-\-}'}tilit~t-),dii~i^)=o, 

dont  l'intégrale,   en  coofiderant  x  comme  conftante,  fa 

trouve  par  les  méthodes  du  Chapitre  I.      ~'~'      1  y 

&  dlfférentiant  de  nouveau  cette  intégrale,  en  regardant 

y  comme  conAante,  on  aura  — — '''^"'-*"r—'—!^ 

"(.•j'  —  O' 
■+dX.  Or  cette  différentielle  doit  <tre  égale  a  fautre 

membre      '_      (^ </» -t-/^ J» — i!),   dans  lequel,  a 
caufe  de  /  conftante,  on  &it  <//  =  o;  cette  compaiaifon 

donne   dX=z — f — r  («»// — 2»j'-+i)=— .v 

c~  àx,  en  divifant  par  («^ — 1)'=:«»^^ — 2)i/-H: 


donc    l'intégrale    complette  eft    enfin 
S.—t     tlx=:C  quantité  conftante. 


'(.'/-•) 


■+ 
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CHAPITRE    IV. 

lExpcJitton  de  différentes  Méthodes  qui  ont  rapport 

aux   Chapitres  précédents  9 


CCCXCIII. 


N 


Ous  commencerons  par  les  Méthodes    qu  oa 
a  trouvées  pour  ramener  plufieurs  équations  différentielles 

a  la  formule  générale  X/d/^^/^^  Xdx-^/ X"dx 
=  0,  dans  laquelle  X,  X\  X'  reprefentent  des  fon- 
£tions  quelconques  de  ^  &  de  confiantes^  &  qu'on  peut 
toujours  intégrer  par  le  Problème  (Art.  ccclxxxii.)» 
La  première  méthode  efl  celle  des  transformations; 
car,  fi  on  fubflitue  dans  cette  formule  différentes  fon- 
dions de  M  prifes  a  volonté,   pour  X,  X\  X"   &   une 

nouvelle  variable  «  pour  ^/,   ou  en   gênerai   7^  pour 

pi^/  y  A ,  /x ,  y  étant  des  expofans  arbitraires  ,  qu  on 
détermine  enfuite  comme  on  veut;  il  efl  évident  qu'on 
trouvera  par  ce  moyen  autant  d'équations  différentielles 
qu'on  voudra,  toutes  redu£tibles  a  la  formule  générale 
de  l'Article  cité.  C'efl  ainfi  qu'on  a  pu  trouver  les 
Théorèmes  fui  vans. 
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CCCXCIV. 


n 


THEOREME  I.      Si    dans    Tequation    (a/^d/-^ 

d9t)P^^b{xdjf — y^^)^^o^  a  8c  h  font  des 
confiantes  quelconques;  P  &  ^des  fondions  homogè- 
nes de  X  &  de  /,  de  mêmes,  ou  de  différentes  dimen- 
fions  entr elles,  ou  pourra  toujours  ramener  cette  équa- 
tion a  la  formule  générale  (Art.  ccclxxxii.)  en  fai- 
fànt  x=/z. 

Démonstration  «  L'équation  propofée  étant  di- 
vifce  par  Pdevient  af*  df-^x'  dx^^rb^xd/ — /^^)  X 
^r=o.    Or,   fi    on  fubflitue   dans   cette   équation  fx 

pour  Xyj^T^  pour  »*,  &  %dy^^yd%  pour  dxy  on 
aura ajT dy-^z  ^ ^ y* dy -+•/'* ^ ^  %  dx-^h {y^dy---^ 
y%ày — /*^%)-^=o,ou  {a-^%'^'^^)y^ dy^^y^'^^  X 

«"^« f^y^d%:=:oi   &,  puifque  J^ eft  une  fonélion 

homogène  de  *,  &  de  /,  fuppofé  que  /x  foit  la  fbmme 
des  expofans  de  ces  deux  variables  dans  chaque  terme 
de  J^;  en  fubftituant  y  %  au  lieu  de  x  dans  cette  mê- 
me fonélion,  il  eft  évident  quon  aura  ^jrzy^Z^  Z 
étant  une   fonflion   de  ».    De  même    fuj^ofc  que  \ 
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foit  la  fomme  des  expofans  de  ^    &  de  /   dans  cliaque 

terme  de  la  fonftion  homogène  P;  en  fubftituant  yz 
pour  X  dans  cette  fonftion^  on  aura  Fz=.y^Z ^  Z! 
eunt  une  fonélioo  de  »;  par  confe^uent  ^=-^j — ==; 

^^^Z'z=z/  Z%  en  fuppo(ànt  ft— Ar^i-,  &  mettaw 
Zr  foo6tion  de  a:,  pour  -^.    Donc  requarion  propofée 

fera    (4-i-«'-**')/<//-4-/-*'»''</;s--^/-^*2*</« 


=  a,    qui  3  la  forme  requifé,  putfque  <*—*-»"         eft 

une  fon£lion  de  si,  aufll  bien  que  x"^  &  que  •^bZ". 
C.  j^  F,  D. 

Exemple.  Soit  Tequation  propofce  {x^dx^ 
^/•'O') X {f>ry'^gy)'^h(,xdy^ydx)  X  (>^*V 
*-«-£/«')=:».  £n  la  comparant  avec  celle  du  Théo- 
rème ,  oa  trouve  » = 2 ,  P  =/*«""'/*  -t-^^  )  ^  j^=- 
bxy^'^Kyn^  ;  &  en  ^(ànt  «=/»,  on  a  pz=/^~^pl 

9 

zny/'^S-^^z/'Z  ;   par   confequent   A=i,   &  2'=: 
''"**^'    De  même  <^=  i^  a*/ -4- iC  »'/=/*('*«*-*' 


Kzr)z=zy^Zi  P*""   conlèquent  fi=:4)  &  Z::p=-hi^ 
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K»?,  d'oîi  l'on  tire  »=/.*— A=  3,  &  -^^l^ltiL:;! 

'=lZ\  Donc  Tequation  transformée   fera  {a--^7^)y'^dy 

cccxcv. 

THEOREME  IL      Si   dans    Tequation   \^xV«-h< 

^/  '  ày)P'^b{ndy^^C)^dx)^j=zo\  a^  b^  c 
étant  des  confiantes  quelconques,  8c  P  8c  j^  étant  des 
foq6lions  de  x  &  de  /  telles,  qu ayant  multiplié  l'ex- 
pofant  de  Tune  de  ces  deux  variables  par  r,  ce  qui 
refte  du  produit,  après  en  avoir  ôté  Texpofant  de  l'au- 
tre variable ,  foit  le  même  dans  chaque  terme  de  P , 
Se  que  cette  même  condition  fe  trouve  aufll  dans  cha« 
que  terme  de  j^,  on  pourra  toujours  réduire  cette 
équation  a  la  formule  générale  (Art.  CCCLXXXII.)   en 

faifant  //=:«• 

Démonstration.  Cette  équation  étant  divifée 

par  P  devient »*^x-4- 4/      '       df'-^(9cdfHrCfds)'y' 
=^0.  Or  puîfque  //=»,   on  aura  ndy^^^cy^  ^   à^ 
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— • — f— I        — ■ — « — I 


»-+*-+»      j.. — — j .1 


z  » 


,  <//=*  'd 


c%     '     X  d^t;     &    par    fubftitution    ^  dx^^ax         X 
%       '        ^« — ^ca     '     x^ dx-^^x^"^^  dz=:o  y    ou 

I — acz  y^  dx^+ax        z  dz^-^px       dz 

z=zo.  Mais  par  la  condition  du  Théorème,  chaque  ter- 
me de  P  étant  fuppofé  /  x^    doit   donner   Ac — /^=^ 
'  confiante;  d'où  Ton  tire  fM=z\c^-^ky  8cj^^  x^=j/^  x^^" 

=2     ^  ■  =  ^ ^^  ~  >    ^^   mettant   pour  /  fa 

valeur  zx^^;   par  confequent  chaque  terme  de  P  aura 

pour  numérateur  une  puiflance  de  %,  comme  z^y  & 
tous  Tes   termes  auront  pour  dénominateur  commun  la 

puiflance  *  •  On  prouvera  de  même  que  chaque  terme 
de  J^  aura  pour  numérateur  une  puiflance  de  x ,  com- 
me a**  ,  &  que  tous  fes  termes  auront  pour  dénomina- 
teur commun  la  puiflance  «  .  Donc  le  qaotient^  aura 
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la  forme  ,  Z  étant  une  fonction  de  %  &  de  con> 

b  O 

liantes  ;  p  *-.a  fera  aufli  une  fonftion  de  % ,  &  de  confian- 
tes ,  que  nous  defignerons  par  Z' .   Donc  Tequatîon  trans- 

•formée  fera^i — ac%     '     Jk  dn^^an        %       '       d% 
^^i       — r—  ^jg— ^^^  qui  ^  1^  forme  requife,  puif- 


—  •— I  — «  — r— •  I 


que  I — acz  '  ^  8c  a%  '  font  des  fonélions 
de  %,  &  que  les  expofans  de  x  font  tels  quils  doivent 
étre^     C.  J^  F.  D. 

CCCXCVL 
Corollaire.  Si  on  fuppofe  ^=^"r  dans  Tequation 

(  ^<n^f^.        \ 

du  Théorème ,  elle  deviendra  \n  d^^^-^ay  '  dy  ) 
^^b{xdy^  I  f  ydM)^j=zoyO\x\x^dx^'-iray  '  y 
g{fxdy-^eydx)^j=:Oy  en  fuppoiant  g=z^.  Donc 


en  faifànt  yx  =«,  cette  équation  pourra  toujours  fe 
réduire  a  la  formule  générale  (  Art.  ccclxxxii.  ) ,  lorf- 
que  J^>    &  J^  auront   les  conditions  préfcrittes   dans  le 

Théorème,  en  écrivant -4-  au  lieu  de  r. 
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Exemple.     Soit   l'^quatioa    propofée    {it^dx-h 
ay  dy')y'^{—-^itdy-\-yd}c)a)t:=zo.     En    la  com- 

parant  avec  l'équation  \it  dn-^ay  *  J P-^ 
g{fxd/-*-ej'dx)^=zo,  on  trouve  »  =  2,  ^=— i, 

i7  ^ ,  &  les  deux  fon£lions  P   &  ^,  c*eft  a  dire  /  ^*  , 

&  /^y  X   ont  les  conditions  requifes.    Donc   en  faifant 

y  A  ^  =:2:,  on  réduira  la  propofée  a  la  formule  (Art. 
cccLXXXii.).  Et  en  effet  après  avoir  fait  les  fubftî- 
tutions  convenables  pour  /  &  dy^  on  trouve  que  cette 

équation     devient     (^\-^  —  7?^^à^-^aK^%.  dz 
^^ — ^  =  ^>  qui  a  la  forme  requîfe. 


cecxcvii. 


THEOREME  IIL      Si    dans    Tequation    ax'dx 
èy" dy'^(9ç dy  — / ^ * )  ( T "^  jT ; ^^ ^  >    ^-^^^   laquelle 


^  8c  R  font  des  fondions  homogènes  de  x  &  de/> 
de  mêmes,  ou  de  différentes  dimenfions  entr  elles,  ou 
dont  la  différence  des  dimenfions  cft  zéro,  ou  un  nom- 
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bre  quelconque  ky  Sz  S^  R  font  aufli  des  fondions 
homogènes  de  *  &  de  / ,  telles  que  l'excès  des  dimen- 
fions  de  S  fur  celles  de  R  foit  n — i,  on  pourra 
toujours  réduire  cette  équation  a  la  formule  (Art« 
cccLXXxii.),  en  fàiiant  x^^/z^ 

Démonstration.    Puifque    flj=:/«,    on    aura 

«'•=/«•,  dxz=z%df^fdxy  M'd96=zz'"^^ydf^ 
y^^zdxj  »d^'^ydi^'=zzydy^-^%ydy-^y^d%'=^ 
^y^dz;  &  par  fubftitution,  Tequation  propofée  de- 
viendra avi^'^^ / dy^-^ajp'^^  z  dz^^by^ dy^^y^y, 

àz[^-^^^o,oyx{^az^'^'^b)/dy^ay'^'^'X 

z^'dz-^/dzÇ^^j^zzzo.      Or    J^,  P,  8c   Sy  R 

étant  des  fon£lions  homogènes  de  x  Se  àc  y  ^  en  fub* 
ilicuant  zy   au  lieu  de  k  dans  ces  fondions,    on  aura 

(par  les  conditions  du  Théorème)  ^=/  Z,  Z  étant 
une  fonftion  de  «  ;  &  de  même  —  =/"  ~  ^  Z*  ^  Z' 
étant  encore  une  fonflion  de  «;    par  confequent    p-* 

/~^'  Ziiz  — /"  "*"  *  ZV  as  :  donc  l'équation  transformée 
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fera    (/»«''-*-*^*)/i//-4-(*»«''  — Z')/-+*^:6  — 
y"^* Zdz=.Oy  qui  a  la  forme  requifé.    C.^F,D, 
Exemple.   Soit  Tequation  propor<^e   ax^dx-^ 

£n  la  comparant  avec  celle  da  Théorème^  on  trouve 

»=7>p^^*-+/%|=^^7~r->   ^y    Suivant    les 

conditions  requifés ,  ^=2,  &  p  —  3=5'=»— i.  En 
fubfti tuant  z/  pour  x,  &  zd/^^/dx  pour  dx  dans  la 

propofée  ,    on   la    change    en    az^yjf-^a/^z7 dz 

by^ dy^'-4r{zydy — zydy^-^y^ dz)  xT  ''^V***'/^ 


•  j=o,  ou  bien  (/^a  "^■^)>'  ^/"+/  1  ^^'^ 


f  •~ti'\  |rf%— •/*(«* --+-i)^«==:o,   équation,  qui   a  la 

forme  qu'on  demande,   &  qu'on  peut  rendre    plus  fim- 

pie ,  en  la  diviiànt  par  y^ ,    qui    fe    trouve    dans   tous 
les  termes. 

CCCXGVIIL 

THEOREME  IV,    Si   dans   l'équation  ax^dx-^ 

des  fon6lions   de   ;;,  &  ^^  /t  telles  qu'en  fuppofant 


n.  Partie.    Chap.  IV.  KJ7 

1 

*/  =«,  on  ait  ^=/z,  &  ^=/z',Z  &  Z' étant 

des  fonctions  de  s,  cette  équation  pourra   (è  réduire  a 
la  formule   de   l'Article   ccclxxxii.,   toutes   les   fois 


qu'on  aura  »=— — i,  &  k  ou /"== — - 


Démonstration.    L'équation    propose    eft 


m  I    ^^  j 


(/Z-+-/^ZO  =  a,  en    faifant    »=— ^_i 


&   fuppofànt    x/'=%  .    Or    cette    fuppofîtion   donne 


1  m 


*/         ,     ;»    =2;  /  ,     dx=f       dz X 


L-i  L  _        L«, 


%y     '        dfyf'dx'^  —  xf  df:=zdz^  8c  xdy 


I 


cydx=:cf     '       dz^  donc,  par  fubftîtutîon,  la  propo- 


"*      ^  "^      ^ 


fce  devient  ///     '       * z^dz^^—z^^^ y     '       '       ^/ 


■4-^/     '      '       dy^¥cy       '       Zdz^^cy  X 

Z'^%=:o*     Cette   équation,    en   fuppoCint  ^=:- 


6 


"•      *  —  .S—.  £.«■»  t 


--ijdevient/     '      '  {az'^^cZ)dz^^y     '      '        X 
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• 


pofant  /=  — —  — I,  &  laiflant  ky   tWù  devient 

cf  Zdz=za.    Deux    équations,    qui     four 

dans   le   cas  de  la   formule    de  TArticle  ccclxxxii» 
C  J^  F.  D. 

Exemple.     Soit    Tequation    propofee    ax^dn—f- 

s  7 

En  comparant  cette  équation  avec  celle  du  Théorème, 
on  trouve  quelle  a  les  conditions   requifes*.    Car  on  a 

m  I  ■  I 


'  ""^     '  z  et  ^  X 

1  —1  1  1        t 

—  I  ,    «/    =«/        =«  ,    *==»/     ,    — ^ ^ — 


«'-♦•»/ 


1       r 


—  ;  par  conlèqueut  ^=2 


~— 1  =  9  — I      &  5r  — .iJZll.» 
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5=^=/z';  par  confequent /=  2 ,  &  ^'=-—7. 
£n  fubftituant    toutes   ces  valeurs  dans  la  formule   du 

Théorème/     '       '  {a%"'-¥cZ)d7i-^y     '       '        X 

(A— — s;"'**'^)<^/-4-c/  Z'dz=zo^  on  la  chan- 


-r  1  1  - 


7 


:=zoy    équation   qui  eft   dans   le  cas   de  la 
formule  de  TArticle  CCCLXXXII.^  &  qu'on  peut  rendre 


27     z^  dz 

ZH-  I 


S 


plus  fimple    en  la  divifant  par  /  * ,  qui  fe  trouve  dans 
tous  fes  termes . 


CCCXCIX. 


Théorème  V-     Si  datis  l'équation  dx 


nu  dy 


l *2dy^yz-dt    onfau4.=  «,  &  queZjZ*, 

7   x*^  Z  ^^y  ^  z  y 

2",  Z"  foient  des  fondions  de  «  &  de  confiantes,  cette 
équation  fe  redûjra  a  la  formule  de  l'Article  cccLXXXii. , 
toutes  les  fois  qu'on  aura  ces  deux  égalités  q=fi  & 
/&=r,  ou  ces  deux  cy  m=f,  &  p=r . 

Démonstration.   Puifque  x/     =«,011  aura 


» 
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y  d%;  dx  =/'*  dz-^nzy  ' ^/  ;  &  en  fubftituant 
pour  X  &  pour  dx  leurs  valeurs  en  /  &  ei|  %  dans 
Tequation  propofée ,  elle  deviendra  y^ dx-^z 

reduaîon    ^'"^/^^-+''%^ZV«-4-/"^*^^V  Z"d%^ 

/-+'"-^''a'Z'Jz,     OU   bien   /■+"'■+''-'(«'•  2-4- 

nz        Z  Jdy^^y  %  Z  dz—^y       ^         z'^  Z  dz 

— ^'^"^  a  Z'V35=o.   Or  fi  on  a  ces   deux   égali- 

tés q'=^ty  &  B=zry   on  aura  aufli  ^-+'i&»-4-«=r-+ 

^r-4.«,    &  le-  terme  /^*'-*- Vz'V«=/-»-"'-*-"X 
%^ZV%;parconfequent/"*'*''''^VZ'Jz— /*-^*''"^": 
%^Z''dz^/^'^'^''(z'Z'dz-'z'Z'''dz)  ;    &    requa. 
tion    deviendra  /-*•"'-*•""" '(«'-^-•-»x'-+^Z')<//-H' 

^  V*  Z  —  zZé  jdZ'-^y       '^         z^  Z  dz  —  o^ 

qui  a  les  conditions  qu  exige  la  formule  de  TArt.  cccLXXXir. 
Puifque  la  différence  des  expofans  de  y  dans  Us  deux 
premiers  termes  efl  l'unité,    &  que  les  quantités  qui  fe 
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trouvent  clans  les  parenthefes  font  toutes  des  fon£lions 
â.e  «« 

On  trouve  de  même  en  fuppofant  les  deux  autres 
égalités  w=/,  &  /»=:r,  que  le  terme /'""*'^""*"  X 
3B^^'a«=/"*^'"'-*"'»ZV«;parconfequent/-**'-^''X 

Z*  )  ^  as ,  d'où  Ton  tire  la  même  conclufion  . 

Exemple  I.  Soit  propoTée  Tequation  dx     *^=s 

Tdy 


r'-+/f 


;j— :,  dans  laquelle  FyFyF''  font  des  fon£lions  de 


--    &   de  confiantes.  En  la  comparant  avec  Tequatioa 
générale  du  Théorème,  on  trouve  d'abord    — —  =  •— 


*  1»      \       1'  *  O-        * 


^  y    d'où  Ton  tire  »  =  i ,  &  —  ou   «  =  -  ;  par  confe- 

quent  F  y  F,  F'  font  des  fonélions  de  «  &  de  confian- 
tes. On   trouve   enfuite   les   quatre  équations   fui  vantes 

y  X  Z  =  F;/x  Z  =<>;  y    x'^ Z  z=zF;fx  Z 

=/*F';  dcfquelles on  tire  r=:o=:r,  &  Z=zF;Z'=::o; 

ce  qui  donne  les  deux  égalités  w=r,  8c  pz=zr;  en 
fobftituant  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver  dans  la 
formule  du  Théorème,  on  voit  qu'elle  devient  Fày-^ 
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^jT^*— /*"^*i^^a=s^>  équation,  qui  a  les   condi- 
tions requîfes» 

M     Mf     ^ 

Exemple  II.    Soit  propose  l'équation  </*-i---^ 
^__^ay^x^dy-^tjf  x  dx ^  ^.^  j^  comparant  avec  l'équation 

du  Théorème,  on   trouve  a  abord  »= — i;— -z^z^: 

>' 

-^    &  *=:«v"~^   En  fubftituant  cette  valeur  de  » 

dans   la   fraélion  ''  *  "''*./*       ,    on   la  change    en 

,  ;^  , 5  OC  en  continuant  la   comparailon,  on 

trouve    les  quatre    équations  fuivantes  y  ^^""';if*^Z=: 

defquelles  on  tire/— #-»— ^l  -=/ — 2=^0;  f=iz ;r:=o  ^ 


Jl^zzzoy  &  Z'^^^fz^;  ce  qui  donne  les  deux  égalités  q^=^ 
^   6=:r.    Ces   valeurs   étant   fubftituées   dans  la   for- 
mule  générale   du  Théorème,   elle   devient  /^(az^^  — 

r-^x^)-^/*(^a*—-/«^)^a---c^«=:oj  équation  qui 


"/     - 
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a   les  conditions   que  demande  la  formule  de  rArticlq 

CCCLXXXII. 

CGCC. 

Avant  de  pafler  a  d'autres  méthodes,  qui  ont  rap- 
port aux  Chapitres  precedens,  nous  joindrons  icy  un 
Problème,  qui  peut  être  d'un  grand  ufage  dans  les  équa- 
tions différentielles  que  nous  veiïons  de  traiter. 

Problème  L   Soit  Tequation  différentielle  dy-^ 

jfXd9i^f^XJx-+X:'dx:zzo,  Xy  X,  X"  defignant 
des  fonctions  de  x ,  &  étant  données  deux  valeurs 
de  /  en  fon6lions  de  x^  qui  fatisfafTent  a  Tequation 
propofée;  cefl  a  dire,  qui  la  rendent  par  les  fubftitu- 
tions  =^,  refoudre  généralement  cette  équation,  & 
trouver  le  fafteur  qui  la  rende  intégrable. 

Solution.    Suppofons  que  P,  J^foient  les  fon- 
£Uons  de  ;i^ ,   qui  iàtisfafTent   a  l'équation ,  on  aura  par 

les  conditions   du  Problème  dP'^PXdn^^P  X'dx 


Soit  ty.t^^^=  g,  on/  =  ^ill^  >  ®°  **"*  ^^  difiKren- 

ftituant  les  valeurs  de  /   8ç.  df  dans  la    dififérentielle 
propofée,    &  multipliant  par  (i— «»5k)* ,  nous  aurons 
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fi^Pdx^X(i^x)^»dx'¥XP*dx^iXP^zdx 


X^%%dH^7C{i^%ydx=o, 
De  plus  fubftituant  dans  cette  équation  a  la  pla«e 
de  </P,  </P  leurs  valeurs  que  donnent  les  deux  équa- 
tions différentielles  précédentes,   on  aura   en  ordonnant 
les  termes 

X  {i^%)Pdit'^XP'dH  -*.X"(i— •»)V« 

Xx  (  I  —  «  )  ^</« — 2  X'P  j^a  ^;» 

Enfin  effaçant  les  termes  qui  fe  detruifent,  &  ordon- 
nant  l'équation    nous  aurons  XzP  dn^t-Xz^dM-^ 


^  =  0    & —=—X'(f»—P)</x,  d'où  l'on  aura 

en  intégrant  «  =  ff-^-^'*"^^^'''',    &   pr  confequent 
on  aura  généralement  Imtégrale  e  ^      "^f^ 


—p 


f .  confiante ,  en  fubftituant  -^^^  a  la  place  de  « . 
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Maintenant   pour  trouver  le   fa£leur   cherché,   il 

fuffit  dobferver  que  Tequation  propofce  a  été  multi- 
pliée, après  les  fubftitutions ,  par  (i— «)*,  &  divifée 
par  25 (P — J^).    Donc,  en  multipliant  tout  d'un  coup 

par  II^^,  l'équation  fera  intégrable ,  &  le  fàôeurfera 

On  voit  par  ce  Problème  qu'ayant  des  folutions  particu- 
lières des  équations  différentielles  de  la  forme  propofée, 
on  peut  en  trouver  aifement  la  folution  générale,  de 
les  Êi6leuTS  qui  les  rendent  intégrables.  L'équation  de 
Riccati  eft  un  Cas  de  cette  forme* 

CCCCI. 

Si,  au  lieu  de  chercher  le  &£leur,  on   fuppofoic 

au  contraire  qu'il  fût  donné,  tel  que  (/— t-P)",  & 
qu'on  voulût  déterminer  les  fondions  X,  X  d'une  e- 
quation  différentielle  telle  que  ydy'-¥yXdx-^Xdit 
i=o,  enforte  que  ce  faéleur  rendît  l'équation  intégra- 
ble.  Il  faudroit  fe  fervir  de  la  méthode  du  Chapitre  I. 

(Art.  cccxxxii.),   c'eft  a  dire,  qu'on  feroit-^.X 


</.  de/igoant  la  différentielle  de  la  quantité  renferméa 
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dans  les  parenthefes,   &  en   fuppofaat  P   une  fon£lîon 
de  H  feulement*    Si  on  différencie   par  le  Théorème 
cité,  en  confiderant  y  comme  confiante  dans  le  premier 
membre  &  n  dans  le  fécond,  on  aura  la  différentielle 

fuivante     ny{^y^Fy-^^^X{y^Ty^n{Xf 


X')(;^-*-P7~S  &  endivifant  par  {y^Tj^^  ^ 


nous  aurons  i^=(»-+i)X/-t-XP-|.;iX';  doîi 

nd?  o-v/ ^^ PdP 


rontireX=s,   ^  >,.    ,&X —      ^  —      , t-t- ^ 

&  en   fubflituant  on  aura  Tequation  yày-^  ""J   ^  —^ 
=  0,    laquelle,    étant   multipliée   par  (y-^t-PYj 


fera   întégrable .     Or   cette    équation   étant   homogène 
fera   auffi    intégrable    en    la    divifant    par   (  »  -♦•  i  )  X 
//-t-»/P-^PP  =  (/-*-P)  {](»-+•  0/ — P}(Art. 
CCCLXXiv.  )  .     Donc ,   puifqu  on  a   les    deux    Êifteurs 

(r-^py^  &  .    '  ^  ,   en  divifant   lun 

par  l'autre,  &  égalant  le  quotient  qui  en  refulte  a  une 
confiante    arbitraire ,    on   aura    l'intégrale    complette  . 

Aînfî    Imtégrale    de   la    différentielle  yày^^^ —  — 

~i^  =  a  fera  généralement  (>'-i-P)''"^  ^-C(w-+i}X 

'y'-^P'^-=zC  confiante, 

CCCCII. 


T^^ 
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CCCCII. 


Si  on  vouloit   prendre  un  fafteur   plus  compliqué, 

tel  que  (//-♦- -P/ -4- J^"  ,  on  trouveroit  par  les  mê- 
mes méthodes  les  fonélions  X,  Xy  enfbrte  que  l'équa- 
tion différentielle  précédente  devient  intégrable.  On  au- 
ra  (Art.    cccxxxii. )—•</.{/(// -h P^ -4.-^)"}  = 

~  .  j{^Xf^x:y  X  iff-^-P/-*-^)"  .  Mais  puifque 
X,  X',  P,  J0  font  des  fon£lions  de  »,  on  aura  en 
différentiant  comme  cy-deffus  n/  {^yy  -H- Ty  -rt-  ^^  ~~  ^  X 

(2/-4-P)X(/>'-4-P/-4-j^)""%  &,  en  divilànt  par 
(//-+/*/— i-j^)'~V,  nous  aurons  «//t--*-»/      — 


(2»-+-i)X/^— ♦•(»— n)XP^-*-Xj^,  &  en  compa- 

-*-2»X>  -+-»XP 

rant  les  termes  homologues,  on  a  les  équations  i."  (  2» 
-V-i)  Xdx=indP;  2.°  (»-f-i  )  XP<i*-*-2  »X'</*  = 
nd^;  i.°X^-^nXP:=zo.  La  première  de  ces  équa- 
tions donne  X=-JL±L^.  &  b  dernière  X'=— ^, 

OU  X'=: — , — ^'^^i  .    ;  lefquelles  valeurs  étant  fubfti- 
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tuées    dans    la    féconde    équation,    on    aura    nd.^==z 

n(»~*-i)PdP  _    *''^''P_  ^  ou   bien  (2»-*.i)P^j©-i- 


1  «  -+ 


2  ^P=z(n-^  i)P  dp.  Enfin  multipliant  par  P 


111  -♦■  I 


&   en  intégrant,  on   trouvera  (2»-+'i)P         ^=C 


a»-*-!   ,^  ^  v^»»-èi 


conft.  -+(»-n)5'.P        </P,  ou(2»-n)P         ^ 


C.  conft.  -* — 7 — P         ;    ce   qui   donne  ^ 


4»-+  »  — » 


(2a-n)P 


m  -»•  1 


—P         =sccP        -4-  — P   ,  en  fup- 
4  4       '  ^ 


pofant  a=^^^2_. .  Donc,  puifque  X</*=~3fj,&X'</* 
=---^»H-/^'~4(««H-i)  >    l'équation    différentielle 

j  nyaP  PdP  «         _i»-i-i     ,_  , 

viendra  întégruble,   fi  on  la  multiplie  parT/z-hP/-»- 


7P  -4-«P  y. 


II.  Partie.  Chap.  IV.  ly^ 

Sionfuppofoit»=:— I,  ou=i^=:i,requatioa 
precedeate  deviendroit  homogène:  &  en  faifant ^^^^^^^ 

—  *"  — ^ 

=tf,  OU  »= — -,  le  terme  p  ^'^^  fe  réduit  a  i,d'oil 
l'on  voit  que  ces  deux  Cas  font  très-faciles.  Mais,  fi 
on  ne  {\nppok  pas  '=~=±:=zo^  ou=i,  il  y  aura  plus 


de  difficulté.  Soit  fait  --il--i=:w,  &  par  confequent 


2»=  ^_^.^- l'équation  différentielle  fera/ <// -t-  ~(m-*- 
elle  deviendra  intégrable,  en  la  multipliant  par  le  h- 


a«ar  (>,-4.i.,^l.p'^,p"-^')""''. 


comme 


on  voit  en    fubfti tuant  dans   le  faéleur  déjà   trouvé  la 
valeur  de  »  en  w. 

Si  on  prenoit  pour  P  des  fonélions  quelconques 
de  ^,  on  voit  que  ces  équations  pourroient  devenir  fî 
compliquées,  quon  les  traiteroit  difficilement  par  d'au- 
tres méthodes  que  par  celle-cy,  qui  en  donne  la  refo- 
lution  aflèz  aifément. 
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CCCCIIL 

Nous  allons  expofer  dans  les  Problèmes  fuivans 
d'autres  méthodes  pour  intégrer  par  le  moyen  de  l'Ar- 
ticle CCCLXXXII.  plufieurs  équations  différentielles  a 
deux   variables  ;»  &  / ,    qui    renferment    des    fon£lions 

quelconques  du  rapport  -^^  &  qu'il  feroit  fouvent  dif- 
ficile d'intégrer  autrement.  Nous  fuppoferons  toujours 
dans  ces  Problèmes  «=:j-,  ou  xàyzri^àn. 

Problème  IL  Intégrer  Tequation  96=zyZ-'¥Z\ 
dans   laquelle  Z  &  Z'  font   des  fonctions  quelconques 

de  s,  ou  de  j-« 

Solution.  En  différentiant  Tequation  propofée,' 
on   trouve   dK:=:Zd^'^ydZ'^dZ':=>%dy^  d'où   l'on 


tire  Zdy-^%dy^ydZ^dZ'^o^  &  dy^f^ 


z 

— —  =0.  Or  cette  équation  cft  dans  le  cas  de  la  for- 

mule  de  l'Art.  CCCLXXXII.  Car  puifque  Z^Z'y  àZ— » 
font  des  fonélions  de  z ,  il  efl  évident  qu'on  aura 
àZz=^Fà%^  &   àZ'zzzFàx^  F  8c  F  étant   auffi    des 

fonélions  de  « ,  &  par  confequent  •^—'^^^^^^y^ 
^jT— =  /^</«,  F,  &  V  étant   encore  des  fonflions  d^ 
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ydZ      .      dZ' 
z 


z:  donc  Tequation  ^f'^'^zz — ^ z  —  z^^^  ^^  réduit  a 


cette  forme  f^df^/^  Fdz-^^-f^  F'  dz^=zo^  qui  a  les 
conditions  requifes  dans  l'Article  CCCLXXXIL  En  pre^ 
nant  e  pour  le  nombre  dont  le  logarithme  eft  Tunitc, 
5c  C  pour   une   confiante  quelconque,   on    trouve    aifé- 

ment  par  cet  Article  Fequatipn  fe^'^^'^-^S.ÇVdzX 

e^*'''"^)=zCj  8c  /=  s.vàx  ^  On  aura  donc 

la  valeur  de  «  en  /;  &  fubftituant  cette  valeur  dans 
lequatiou  dx=zzd/^  on  trouvera  aufli  par  les  métho- 
des de  la  première  Partie  9c=zS.zd/;  par  confequent 
on  aura  la  relation  entre  / ,  &  * .    C.^F.T. 

CCCCIV. 

Problème  IIL  Trouver  les  Cas  d'intégrabiliié 
de  Tequation  9^'"/'  %  =zF  y  dans  laquelle  on  fuppofe 
%=~5  &  F  une  fonélion  de  la  quantité  x/z. 

Solution.    En  faifant  x/z=:uy  F  fera  une 

fon£lion    de  «,   &    on  aura    xr^zu^ y      %       y   ;»^=3 

w^    __^  mi  m»  m       mt     m  # 
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i. 


%  '^^""""'^  ;    en   mettant  cette  valeur  de  /     *    dans 


T  « 


requation  »  =  «  ^  a     V     S  on  aura  x=:i^^  2;     ^  X 


r#  — »f 


''^""""-^«^  — >»'«.;  —  « 


^-7  j5 


Suppofant,  pour  abréger  le  calcul,  V=:F  X 


jî_ 


.«4  — w-* 


m  rs — nt 


»"*-"",  &  r'=F  '        »•*— %  onaura«=rz''«-"". 


ml  —  r  i^ 


&  ^  =  r'»''^"^*",    Vj    F'   étant   des    fondions   de  w. 


r  #— »• 


On     trouvera    en    difFérentiant    dx=zz''^    ^'dV^\^ 


tS'-^nf  fB#  — r/7 


'"''^—  I 


rLL=lX /T' j;» «- « '      <; ss ,  &  Tequation dx^=.%ây  devien- 


fs  —  nt  —   — — ^-' 


dra  par  fubditution  %-^-^' dV-^-''^'''  r^^r-^-      ^'-s 

r  »^  —  wjj 

=  %      -*-""       ^r~4- *"'"'"' a'^—"^rV«  .     Nous 

ff^ WJ 
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Jefignerons  cette  équation  par  (A)j  8c  nous  cherche- 
rons les  Cas  dans  lesquels  on  peut  l'intégrer,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  feparer  fes  deux  indéterminées  u 
Se  %;  car  alors  on  aura  la  valeur  de  «  par  »,  ou  celle 
de  »  par  «,  &  en  fubfti tuant  une  de  ces  valeurs  dans 
les  deux  équations,  que  nous  avons  trouvées  cy-deflus 
entre  / ,  &  les  variables  u  8c  Zy  8c  entre  x ,  &  ces 
mêmes  variables ,  on  en  tirera  Teq nation   entre  /  &  ;f  # 

Cas  I.  Lor/que  ^w— r^=o.  Car  alors  Tequatioa 

r#  — nf  r  j-»n# 

(A)    devient   %''.'"~Vr-^^f^E^r«''^-'-' ""V^r^ 


zdV\   o\x  {a^i)V7fd%^%'^^  dV^xdr 


en 


fuppo/ànt -^^^î^ — lir=/i-n.  Or  cette  équation  a  les  cou» 

ditions  requifes  dans  TArticle  CCCLXXXII.,  puifque  V^ 
&  V  étant  des  fondions  de  «,  on  aura  dFzzzyjuy 
&rfr=r'V«,  V''8cV''  étant  encore  des  fonaions  de  u. 

Mais  il  n'eft  pas  neceifaire  dans  ce  premier  cas  de 

chercher  l'intégrale  de  Fequation  {A).   Car  puilque  tm 

t  fit     g*         /•  •     t 

— rq-=,o^  OU  ^  = — ,  Il  on  iait— =/>,  on  aura  r=:: 

fr-^q  =pm;  «* /  %  zjz/  «'"" »^ "^ ,  &  Tequation  propofife 
fera>''  x"'z'  =  9(/  «^ *"«/*'),  en  mettant  9  (/  xf*"z!") 
pow  exprimer  la  fenélion   de  x^/'  »' ,  que  nous  avions 
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appelléef.  Donc,  en  faifant  »'*»'' =it,  on  aura  9t^'"X 

9^'^=ik  y  ^yk^=<p(/^  k)*  Or  il  fuit  évidemment 
de  cette  dernière  équation  entre  k  &/,  &  leurs  puiflàn- 
ces  ou  fondions,   que  k  eft  une   fonélion  de  f,    que 


m 

m    r  " 


nous  defignerons  par  T;  on  aura  donc  aj  a  =/*,  &«  "x; 


m  I  m 


dsc  T     </3f 


/^  ,    OU  a  caufe   de  %  =  j-,  *   •j-=:7'',   Sc:^'  (i:$ 


=jrV/y   équation   dans  laquelle  les  variables   9q    8c  / 
font  feparées,  5c  qu'on  peut  intégrer  facilement. 

Cas  II.  Lorfque  rs — nr=zo.  Car  alors  Fequation 


1 


(^)  devient  Jr=:,"'-'"'     dr^'^^^r^^'^'^'dT:, 

qui  a  les  conditions  de  TArticle  cccLXXXiir 

On  trouvera  anATi  dans  ce  Cas^  comme  dans  le 
précèdent  llntégrale  de  Tequation  propofée  fans  cher- 
cher celle  de  Tequation  (-4').  Car  puifque  rs — nf=:o  ou 

~=:  — ,  en  fàifant  — z=:—=zpy    on    aura  ^=r^;/, 

g:=:pry    &    Tequatlon   propofée  ^ y^ %  z=u(f{^9? y  %) 
deviendra  iS^y"^ x!  '==i(^{9? /^t^*^*^  donc  en  faifânt /* 2^*' 

=^,   on   aura  yf\f'=zk\  &   x'^^^çC//);  par 
çonfequent  k  fera  une  fonftion  de  »,  que  nous  defigne- 
rons 


-•^ 
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i8s 


« 


rons  par  X;  donc /a-=:X; /:ç=A:'.  ou  / .  ^ 


X 

"      -     dx   d 


X  ,  &-j-=-^,  équation  feparée  &  facilement  inté- 
grable. 


Cas  III.  Lorfque  nq-^mi^^-tm-^rû-.^zrs 
Car  alors   on  a  -'^"'^  —  »f— wj-t-rw—ry 

»f  —  »»*  »^_;nj. 


»/. 


f  J— «/ 


„j-.„,  — i;   par    confequent   l'équation    (^)    devient 

^J  —  nt  ft~-nt  


."- vr=(^=^_.)  r,:ï=^-'rf« 


ri— Ht 


(;iE£)^«'*— '     '^«,  d'où  l'on  tire 


r/— ut 


dV^dV  5j«^— w      '^jg 


dans  laquelle  les  indéterminées  font  feparées. 

Il  refte  un  autre  Cas,  lorfque  »^--»»f=o,  alors 

Tcquatioa  «'    « 


m    m#  — 

11 

5 

a 

caufe  de 
Aa 

nq-~ 

*a     ' 

m/ 

f 
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=0,  devient  F i#  ^%  =i)  ou  %  ^  =zFu  ^fon- 
élion  de  M,  &  Fequatlon  propofée  rentre  dans  le  cas  des 
équations  homogènes^  toutes  les  fois  que  »=— -m^  & 


ccccv. 


Problème  IV,     Trouver    les  cas    d'intégrabilité 
de   l'équation    «  =/  %^  <fu^^<f'u  ;    9 »  &   ^u    étant 

deux   fonélions   de   la  même   quantité    ui==i/ z^  ^    & 

dt^ 

4  y  * 

Solution,    i^^   Puifque  y  t^^^zzu^    on    aura 

X'zzzuy  ^     ;    %i:=zu  y         •    %  =zu^ y         ;   y'^x  =Z 

»  *  /       * ,  5ç  l'équation  propofée  fera  k=::u'^       "ç»-*- 
9»=;r^       "-t»^,    ça    fuppofant     F=zu*<puy    & 

r=:9'«;  on  tire  dç  la  </«=/      •^r-*.(/^— .^')  X 

«  —  —.—.  J 

^/      "       df-^dV*    Donc,  a  caufe  de  Tequation 
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«-^ 


^=aj,  ou  </ «  =  »<//', oa aura/       Vr-t.(/^— .tl!)x 


Vy      •        d/^dr=:uy     V/,ou(^-L')x 


i-^-x  1  -^  <-iL' 


^/  ''/  —  »'/        ày-^y       *  dV-^dVz^zo, 

Or  cette  équation,   en  fuppoiàat  ^  — —  —  ir=:— £., 
eft  dans  le  cas  de  la  formule  de  rArtîcle  cccLXXXii.y 

puifquelle    devient    \Jji — •^)'^— '«'J/     *  dy^ 


'    -, 


y     »        dV'^dV'=.o^    dans   laquelle    T,    r',    & 

I 

(^— ^^r— u*  font  des  fondions  de  »r  On  trou- 
vexa  donc  par  TArcicle  cccLXXXii*  la  valeur  de  u  en 
%,  &  celle  de  2S  en  1^^  &  ayant  fubflîtué  une  de  ces 

deux  valeurs  dans  les  équations  /=»'«     ^y&«=:: 

^/       *  —l-^,   on   en  déduira  enfuite    une   équation 

entre  y  Se  9t. 

i  » 

i.""     De  la  fuppofition  y  %z=zu^  ou  y:=zu^  %    ^ 
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on  tire  /*  =  ii^»     ^  ;  y^%=zu^z      ^,   &    df:=^ 
—  «     ^  «^        du^^^u^  z    ^        dz:    par  confequent 

P  P  ^        L  X 

ni  in 

d9t^zz%dy=z—z       ^  u^        du^-^^u^  z    ^  d%.    On 
-^       P  P 

a  d'ailleurs  par  Fequation  propofée  iif=r«'  «       ^  9« 

ç'«=r«'      ^-H-r,en  faifant/9«=r,  &  9'»=^', 


&    on    tire    de  la    </«=»      '  </K'-t.(r—^)  X 
/^a      '      //«-+J/^',  On  aura  donc  — as      '»'       Jm 

^r%  équation  quon  voit  bien  être  dans  le  Cas  de 
TArticle  ccclxxxiil,  lorfque  i  —  —  =:r — — .    Car 

Il  on  écrit   dans  cette    équation    i  — —  pour  r— — , 
elle     deviendra    — s;       ^i#'        du^^—u^z    ^  dzzs 


II.  Partie,  Chap.  IV.  i8p 


•  .  ?. 


^dr^(i-^j)r'z    ^dz^dV^    ou    bien 


z      ^du^dr=zo^   en    faifant   dr=zir'du.  ^Oxx 

peut   aufli   écrire  %^ V    du   pour  ^T',    en    fuppolànt 

àVz=zV    du.    La  propofée  s'intégrera  enfuite  comme 
dans  le  Cas  précèdent. 

CCCCVI. 

Les  équations   difTérentieiles ,   que  nous  venons  de 
traiter,  renferment  des  fondions  de  -5^;  mais  il  arrive 

aiTez  fou  vent  que  par  la  fubftitution   de  j— =  »,    ou 

dy=z%dxy  on  parvienne  a  des  équations  finies,  & 
m^me  algébriques  entre  ^  &  /,  fans  employer  les  me« 
thodes  ordinaires  d'intégration;  cefl  ce  que  nous  allons 
eclaircir  par  des  Exemples. 

Soit  la  différentielle  yd^^-^udy^na ^ dn^-^dy'^  \ 
en  debaraflant  cette  équation  du  (igné   radical ,   on  aura 

yydn^^'^2xydHdy'^H9^dy^^=^aad9^^'^aady    ;    ?^ 
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faifant  dfz=z%dxy8c divifànt  par  i x , Tequation  fe  réduit  a 
cette  forme  /r^zff-^a *^i-*-a2,  qui  renferme  encore 
une  expreflion  différentielle  a  caufe  de  jj=«*   Si  on  dit 


férentîe  une  féconde  fois  Tequation y  =zz  X'-^al^ i'+:i^Zy 
on  aura  dy^xdK^xdx-^  l!ll^  .    Or  fubftituant 

%dx  a  la  place  à&  dy  j  on  aura  «fi«-f^~====^>  & 

divifànt  par i« on  aura  »  =  7"""  . .  Enfia  a  caufe  de/ = 

%tt,^ay i^^x%,  on  trouvera    par  fublHiution  /= 
=.  Il  fera  maintenant  aifé  de  faire  difparoitre  la 


a 


iTT 


zz 


variable  «  des  deux  équations  «=-7====,  &/  — 
•  il  ne  Éiut  qu'ajouter  enferable  les  quarrés  xx 


&//,  on  aura  x X'¥yy = -* ^*"^- = ^*  ,  équation  al- 

gebrique  entre  les  variables  x  8c  y,  d'oà  Ton  voit  ce 
cas  afféz  finguUer,  qu'une  diffirentiatioa  réitérée  peut 
conduire  a  l'intégrale  cherchée  • 
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On  refoudroit  de  même  Tequation  plus  complic^uée 

jfJx — xdy  =zai^dx^  •+^/  )  àont  on  auroit  de  la  pei- 
ne a  trouver  l'intégrale  par  d'autres  voyes.     Nous  fup- 

pofer ons    df=zzd96^     pour   avoir  l^dx^  —h dy  =3 
dx^i^^zF  ,  &  par  confequent  /-^zx^^ak^i^^z^ 


&^=:2s;i^-l-/ii^i-*-»'  ;  maintenant  par  une  double  dif- 
férentîation ,  on  trouve  dy^zzdx'^ndTi   i-  ^^^^^     . 

^A r-> 


d'où  Ton  tire  0==^^  j;-H-  — -— ==^ou;tf 


fr  y  =  ~  &  en  ajoutant  les  cubes,  on  trou- 

vera  y'^x^=z^'^'-^[)  =z^a' -^^^^  ;  d'où  l'on 
tire == — ^ ,  &  par  confequent  /=  ■ 

7 


(.»-4.,3^^.)    ,  &  enfin  4 ^V  ==  ( ^^ -h x? -»■/ )*. 


«K  4 


CCGCVII. 

Si  on  voulpit  intégrer  par  les  méthodes  ordinaires 
re^uation  précédente  /*  d  x* -^  2  ti /  d  m  djf -+ h*  4/*  =s 
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a*dit~^a  df^  ou  ày  = ^ TTZrTx ^ 


on  auroît  en  multipliant  le  numérateur  &  le  dénomi- 
nateur par  aa'-'iCiCy  &  en  tirant  la  racine  quarrée  dy 

^-n,dx-^adxt^»x-^,y-as        ^^^^^    jj    ^^    ^^^     ^^ 

s'en  afsûrer  en  quarrant  de   nouveau^  &  en  fubftituant 

pour  aadx^y  &  pour  aadx^'-^aad/^  leurs  valeurs 
refpeclives  que  donnent  les  équations  précédentes;  car 
on  aura  alors  une  exprefllon  identique:  donc  l'équation 
propofée  deviendra  a  ad/  —  xxdf-^x/dx^r^adK  X 

*^^«-H-//  — 4^,    dont   il    faut    maintenant    chercher 


dul^aa-^9iH''^'r^===:\  d'où  Ton  tire  aady-'^xxdy 


Tintégrale .  Soit  pour  cela  ^  =  « l^ aa  —  pcx ;  on  aura 
l^if*— h// — aa:=:  t^{aa  —  xx){uu — i),    &    dy'=z 

mxdx 
l/aa  —  ^xx 

'^^xfdx=zdu(aa — xxY  z=zadxy  aa — xx.l^uu  —  i  , 
ou  =  ;  ^J^^  ^  y  équation  dans  laquelle  les  va- 
riables X  ic  u  font  feparées. 

Nous  obferverons  maintenant  que,  refoudre  une 
équation  foit  différentielle ,  foit  intégrale ,  n'eft  autre 
chofe  que  de  trouver  une  valeur  de  «a  en  / ,  ou  de  / 
txk  Xy   qui  étant   fubflituée  dans  cette  équation  donne 


I 
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o:=io.  Or    fi    on  fait  dans   la  transformée    t^uu — i 
=  0,  ou  i#»  =  i,  on  voit  que  cette   condition  (àtisfait 

a    Tequation  y    puifque    le    membre    adx  1^ aa-^xK. 


3 


^/^f^^ — I  s'evanoUit  en  même  tems  que  du  {a a — xxYy 
a  caufe  de  »m=i,   &  par  confequent   du=:o.  Donc 


en   fubftituant  f#=z±i,   on  aura  /  =  i±  ^aa — xx^ 
ou  xx—h//:=::aay  comme  cy-deflus. 

Si  on  vouloit  intégrer  Tequation  ^    ^^  z=z^^J^^^ 
par  le  moyen  des  logarithmes,  on  auroit  £•(«— i-^^w 


/^^^i  n  étant  une  confiante  arbitraire:    d'où  l'on 
jf^^l  j/j^.^2.^.1:zl'^  &  par    confequent 


tire 


^=»*^4/ï— *«=•;  (/»-»- «)-»-  — (-»—*)»  équation 
différente  de  la  première.  Enfin  on  trouveroit  encore 
un  autre  refultat,  en  confiderant  la  transformée  «</« 
^'"^'^     =o;   il  eft  clair  que,  cette  équation  étant 


1^ 


zz 


multipliée  par  d»,  on  pourra  regarder  dz  comme  zéro, 
c'eft  a  dire,  «  comme  confiante  que   nous   nommerons 

B  b 


»-- 
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X 

»;  d'où  Ton  tire  immédiatement  zx-^ayi^+zZz^nx 

On  voit   aifément   quon   intégreroit   de  la    même 
façon  toutes  les  équations  de  cette  forme  fdx — xdj^=z 

a^adx''^^dx''-''d/^ydx'^-^dj^^^(D'c.;   car  fup- 


pofant   d/z=zzdx  y   on    auroit  y=zzx 

a^cc^^^z-^^z^-^&c.y  &  différentiant  de  nouveau, 
&    divifànt    par   dzy   on    trouvera  x=z 

—  va  êz'^      ^  — ua^z**      * 


ny(,oi-^fiz''-h7Z^'^&c.  y  —* 


y     &/ 


naa^^-(n  —  y)a0z'''^(n  —  fi)ay  z^^^-^&c.  ,^    ^ 

ny.  %    dou    on    tirera, 

en  chaflant  z  y  une  équation  algébrique  entre  x   8c  f . 
Or,  puifquon  a  auffi  dz:=zoy  &  %=:w  confiante,  on 

aura  y:=zmx-^a  ^  o^^^pm  ^^  ^rn  -^(Jc. 

CGCCVIir. 

Ces  différentes  manières  de  confiderer  les  différen- 
tielles précédentes,  doù  naiffent  différentes  intégrales, 
donnent  lieu  a  un  cas  bien  fiugulier,  &  a  une  efpece 
de  paradoxe  dans  le  Calcul  Intégral.  On  s'imagine 
communément  qu'ayant  une  équation  différentielle  quel- 
conque, on  n'a  qu'a  chercher  fon  intégrale,   &  ajouter 


\    ' 


V. 


i 


I 
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«ne  confiante  a  cette  intégrale^  pour  avoir  la  plus 
grande  généralité  poflible,  &  on  ne  doute  pas  alors 
d avoir  une  intégrale  qui  iatisfaife  a  toutes  les  folutions 
poiIibles«  Nous  venons  cependant  de  démontrer  quon 
peut  trouver  une  valeur  de  «  en  /,  qui  n  eft  pas  conte- 
nue dans  Tequation  intégrée,  quoiqu'elle  donne  une  re- 
folution  de  l'équation  différentielle.     Ainfi  dans  Texem- 

ple  aaJf'^^xxd/-^xfdMz=zadxy^MX^^y/^'-'^aa  y 
où  les  variables  font  mêlées,  nous  avons  fait  voir  que 

par  la  fubflitution  de  /  =  «  i^aa  —  xx,  on  a  la  feparée 

— -!! =         — •   dont   l'intégrale    prife   dans    toute 

fon    étendue    feroit   u^^l^ uu — i=zny''^'  ;    d'oîji 

nous  avons  tiré  Tequatîon  /  =  — (^-+x)-t-— (^— x). 

Or  il  efl  évident  que  cette  intégrale,  quelque  générale 
quelle  foit  a  caufe  de  la  confiante  indéfinie,  ne  renfer- 
me pas  Tequation  ff-^xst'^zaa^  qui  fàtisÊiit  cepen- 
dant a  la  différentielle  propofée. 

On  peut  ramener  toutes  les  équations  différentiel- 
les, qui  font  dans  ce  cas  de  fingularité,  c'eft  a  dire, 
qui  échappent  a  l'intégration  ordinaire,  a  la  forme  gé- 
nérale Vdz=zZ{Pdx'^^d;^)y  dans  laquelle  «  efl 
une  fbn6lion  quelconque  des  deux  variables  x  &  /,  & 
Z  une  fonSion  quelconque  de  as;    ^>  -Pj  &  J^  étant 


r 
l 
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aufTi  des  fon£lions  quelconques  des  variables  x  ^  y  • 
Car  il  eft  évident  quen  faifant  Z==a,  cette  fuppofi- 
tion  fatisfait  a  la  queflion^  puifque  de  Ik  on  tire  2; 
égale  a  une  confiante,  &  par  confequent  d%:=zo;  ce 
qui  fait  évanouir  les  deux  membres  de  Tequation , 
comme  il  le  faut.  Ou  bien,  ce  qui  revient  au  même, 
ces   fortes   d'équations  fmgulieres    font   renfermées    dans 

la  forme  ■—=?-= ^.fl^/,  dans  laquelle  6xy   eft   une 

fonftion  quelconque  de  *  &  de  /  ;  9  */  une  autre ,  & 
Içjg/I   defigne  une  autre  fonftîon  de  la  fonftioii  9^/, 

mais  telle  que,  <pxy  étant  égale  a  zéro,  1 9 xy\  le    foit 

aufli.  Toutes  les  équations  renfermées  dans  cette  for- 
me auront  la  fingularité,  dont  nous  traitons.  Car  on 
voit  aifément  les  deux  folutions  que  donne  cette  équa- 
tion différentielle  ;   Tune  eft   C -+  ^  ^/  =  5*.  /^^^  ,  que 

Ton  trouvera  en  intégrant,  &  l'autre  eft  <p9c/:=zoy 
que  Ton  a  fens  intégration,  ce  qui  peut  fervîr  a  expli- 
quer ce  paradoxe;  car  on  voit  par  là  qu'il  ne  fe  trou* 
ve  que  dans  des  Problèmes,  qui  n'avoient  pas  befoin 
d'intégration  pour  être  refolus.  Cette  réflexion  pourroit 
s'eclaircir  par  des  Problèmes  de  Géométrie;  mais  ces 
difcuffions  n'entrent  pas  dans  le  plan  de  nôtre  Ouvra- 
ge: il  nous  fufEt  d'avoir  fait  voir  que  ce  Cas  ne  peu| 
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faire  une  exception   a  la  règle  générale  du  Calcul  In« 
tégral. 

Ceft  par  cette  même  raifon  quil  arrive  quelque 
fois  qu'une  équation  différentielle  neft  pas  intégrable^ 
ny  même  fèparable^  dont  on  peut  trouver  neantmoins 
la  refolution  par  une  équation  finie,  qui  fatis^t  a  la 
queftion.  Ainfi  l'équation  différentielle  ^^(^4-^x«)^/ 

qui  fe  réduit  a  la  forme  générale  précédente ,  &  dont 
on  teineroit  en  vain,  l'intégration  efl  cependant  refolu* 
ble  par  la  fuppofition  de  ^f^^x9c=zaa.  Car  fuppofant 
//-+^»— i»/i=o,  les  deux  membres  de  l'équation 
s'evanoiîiflent  •   Paifque  le  fécond  membre  de  l'équation 

(aa — xx)(fJx — này^ynx^^yy — aa   efl    multiplié 

tout  entier  par  '^/'-4-xx— /^4=o,  il  eft  évident  que 
ce  membre  eft=:oi  De  plus //-*•;»  x  =: /j  i<  Scparcon- 
fequent  2/i//-*-2«^x,    ou /^/-+xJx=o  ;    mais    le 

premier   membre,   a    caufe   de  ^^— ^irx=/*,  devient 

aay^dy''^aayxdx'=:zaay{ydy'^xdx)]  donc  il  eft 
=0.  On  le  verroit  plus  clairement,  en  fuppofant  /  = 

a  ^aa^^xx;  car  alors  l'équation  prendra  la  forme  aadz 

=  (jdx'--xd/)^zz-^i^  &  faifànt  Z=:#^%%— i, 

ou  aura  l^z% — i=a,   ou  x  =  i,   &  par   confêquent 
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CCCGIX. 

Lemme.  Si  on  multiplie,  ou  fi  on  divife  une 
différentielle  quelconque  par  une  fon^ion  de  (on  inté- 
grale, le  produit  ou  le  quotient  fera  une  différentielle, 
qu'on  pourra  toujours  intégrer  par  la  première  Partie 
du  Calcul  Intégral. 

Démonstration.  Soit  dx  une  différentielle  quel- 
conque dont  rintégrale  eft  x,  &  X  une  fonélion  de  x; 

il  eft   évident   que  le   produit  X^*  &  le   quotient  — 

feront  des  différentielles  a  une  feule  variable  x .  On 
pourra  donc  les  intégrer  Tune  &  lautre  par  les  métho- 
des de  la  première  Partie,  &  Tintégrale  du  produit, 
S.Xdx  fera  égale  a  l'aire  d'une  courbe  dont  rabfciffc 
fera  M,   &   l'ordonnée  perpendiculaire  X;   l'intégrale  du 

quotient,  S^-^  fera   égale  a  l'aire  d'une    autre  courbe, 

qui  aura  x  pour  abfciffe,  &  j  pour  ordonnée  perpen- 
diculaire #    C.  J^  F.  D. 

m 

ccecx. 

Corollaire.  Suppofé  qu'une  équation  différen- 
tielle fôit  compofée  de  deux  membres,  dont  l'un  foît 
intégrable,  &  que  F  reprefente  une  fonftion  quelcon- 
que de  Ton  intégrale,  &  que  l'autre  membre  foIt  le 


I 
I 


4r 


IL  Partie.    Chap.  IV.  jpp 

produit  ^Jy  d'une  différentielle  exaéle  dy  par  une 
quantité  quelconque  j^;  fi^  en  multipliant  toute  cette 
équation  différentielle  par  la  fonftion  F  de  l'intégrale 
de  fon  premier  membre,  on  trouve  dans  le  fécond 
membre  multiplié  par  cette  même  fon6lion,  ou  dans 
F^y^  que  le  produit  Fj^eft  une  fon£lion  quelcon- 
que de  l'intégrale  /  de  la  différentielle  exafte  dy  ;  tou* 
te  l'équation  ainfi  multipliée  fera  intégrable  par  les  mé- 
thodes de  ia  première  Partie.  Cela  efl  évident  par  le 
Lemme ,  pui/que ,  par  cette  multiplication ,  le  premier 
membre  de  l'équation  deviendra  le  produit  d'une  diffé- 
rentielle par  une  fonélion  de  fon  intégrale,  &  que  le 
fécond  membre  deviendra  auffi  le  produit  d'une  autre 
différentielle  par  une  fonélion  de  fon  intégrale. 

Pour  rendre  plus  clair  ce  Corollaire  important  (bit 
une  équation  différentielle  ^^x  =  o.  En  ajoutant  de 
côté  &  d'autre  *^/,  on  aura  ydx-^xdy::^xdy\ 
l'intégrale  du  premier  membre  y dx^^xdy  de  cette 
équation  efl  x^;  le  fécond  membre  xdy  eft  le  produit 
de  la  différentielle  exafte  dy  par  la  quantité  x.  Sup- 
pofons  premièrement  que  F  foit  une  fonflion  quelcon- 
que de  l'intégrale  xy  du  premier  membre;  en  multi- 
pliant toute  l'équation  ydx^^xdy  =  xdy  par  F,  on 
aura  F(ydx''^xdy)  =  Fxdy;  le  premier  membre 
^J{xy)  fera  intégrable  par  le  Lemme  précédente,  & 
le  fécond  membre  Ft^dy  le  fera  auifi ,  iorfque  le  pro- 
duit FiX  fera  une  fonftion  de  y  • 
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CCCCXL 

On  Ce  fert  avantageufement  du  Corollaire   précè- 
dent  pour  trouver  quelques   formules  d'équations  iaté- 

grables  par  le  moyen  de  Tequation  «=:^,  ou  dK—^ 

xdy^o.  On  met  pour  cela  cette  équation  fous  la 
forme  fuivante  dx  —  %<//—///«-+/ //%  =  o*  Enfui- 
te  on  la  multiplie  par  une  fonélion  X  de  x,  &  on  y 
ajoute  xfdX-^^zfdX^  ce  qui  ne  la  change  pas. 
On  a  par  Ik  Tequation  XJx— XxJ/— X/ d^^  — 
%fdX^^fXdz-^z/dX=zoy  oubienX^x  —  Xzdy 
^'^Xydx  —  %ydX=z — /Xdz-^zydX.  Or  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation  efl  iutégrable,  &  fon 
intégrale  eft ,  comme  on  le  voit  en  prenant  la  diffé- 
rentielle, S.Xdx — yzX.  Le  fécond  membre  eft  la 
différentielle  de  —  «  X  multipliée  par  y .  Donc ,  en 
multipliant  toute  Tequation  par  une  fonftion  (^{S.Xdx 
^^Xyz)  de  Imtégrale  S.Xdx-^^Xyz  de  fon  premier 
membre,  on  aura  pour  produit  Tequation  (pÇS.Xdsc—^ 
Xyz){^Xdx'^d.{Xyz)y=z^d.{zX)Xy<^{S.Xdx 

»- Xy « ) ,  qui  fera  intégrable ,    lorfque  yX  <p(S.Xd:i 
m^Xyz)  fera  une  fonftion  de  »X  (Art.  ccccx.). 

CCCGXII. 

THEOREME  VI.     L'équation  Xdx  —  d.{Xyz) 
:= — y.d.{Xz)   eft  intégrable,   lorfque    l'intégrale   du 

premier 


r 
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premier  membre  S.Xdn^^ Xy  %  eft  égale  a  une  fonélion 
du  produit  de  /  multiplié  par  une  fonflion  de  Xa;. 
Démonstration.    Soit   9'(Xx)    une   fonftion 

de  X«;  9"0*P'(^*)3'  "°^  fonftion  du  produit  /  X 
9'(X2i).  On  a,  par  la  fuppofition,  S.Xdx  —  X/% 
r=: 9' ^/. <l^'{Xz)y.  En  confiderant  /. 9' ( X2; ) ,  com- 
me une  feule  inconnue  1^^  &  le  membre  S.XdM—^ 
X/Zy  comme  une  autre  inconnue  r,  on  aura  t:=z(f\u)i 
d'où  ii  fuit)  par  la  nature  des  équations ^  que  u  fera 
égale  a  quelque  fon£lion  de  r,  que  nous  defignerons 
par  9(^),  ou  par  9(S'.X^^  — X/x);  on  aura  donc 
9(S.Xrf«— X/«)=/.9'(X2;);  &  puifque  Xdx  — 
à^{Xf%)z=z — y.d.{Xz)y     en    divilant     de    côté     & 

d'autre  par  des  quantités  égales^  on  aura  ^(s^xdx—Xyz'i 

=  /p(xz)    =   p\xz)^    équation,    dont    chaque 

membre  efl  une  différentielle  divifée  par  une  fon£lion 
de  Ton  intégrale;  donc  cette  équation,  &  par  confe- 
quent  la  propofée  feront  intégrables  (  Lemme  Article 
ccccix.  ) .    C.  j^.  F,  D, 

CCCCXIII. 

Corollaire.     L'équation  Xdx — d.{Xjf%)-=z 
*—f»d,{X%)    eft   intégrable,   lorfquon  a   cette   autre 

çquation  S»Xân-=.ayX%'-¥bylC %  ;   a,  b,  n  étant 

C  c 
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confiantes.     Car    cette    dernière    équation  y    en     ôtant 
yXz   de   part    &  d autre  ,    devient    S.Xdx — fX%=z 

ayXx^yX%-^byX''%''=zy^aX%—'X%-¥b{Xzyy 
=/.9\Xz).     On    aura     donc     i^i=^i^=: 

.,  y   ,  =- — .)\   /  .    &,   en   intégrant    de  i&rt    & 

d'zutKy  L.{S.Xdx^Xj^z)  =  S.'=^^^^^C.    con- 
fiante. 

Exemple.     Suppofê  que  dans  les  deux  équations 

I 

du  Corollaire  on  zit  azzzi^  b=ziy  »  =  i,X=**  ,  ou 


X 


que  ces  deux  équations  foient  x*^x— ^. (/x*:5)=:— 

L  '  '  *  ^ 

yJ.{yn^%)ydc  r'x*=:/x*as-H-2/«*»=3/x  *«,  onaura 

pour  intégrales  L.f  jx* — ^/;»*%  y  =5.~       *  ^"^  -*•  C 


2X*  Z 


X 

=:::— -i-Z.  vx*%y-H-JL.^,  en  mettant  JL.  q  pour  la  con- 

I  II 

ftante  C.  Or-i.(**«)=5l-(x*«)"  ,  &   L.  q  ^L, 


(«^a)^=L.— f— P;  donc  L.(V 


1- 11 


G^O 
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i.  T^ — \  j   ^  ®°  repaflànt  des  logarithmes  aux  nom- 

(  .*  «  y 


bres,-2»*— /«'«=— ^—7=-^;    par  confequent 

Z    L         I.  i 

Y»«*»* — yvi''%-=zq»  Si  on  fubftitue  dans  cette  equa- 

— « 

tion  la  valeur  de  «  =  -^— 7*  =  ~  ,   qu'on  tire  de  i'e- 

quation  j**=3  3/»i*»,  on  auraT-^^./^^lj— ./r«*  , 

-Yl-=,q^  équation  (ans  «,  ou  fans  ^  ,&  par  laquel- 
le on  peut  trouver  la  valeur  de  m  en  / ,  &  celle  de  ^ 
en  ». 


CCCCXIV. 
Théorème  VIL    Si  on  a  l'équation  «-♦.Z-t-o 

^-~â7z^'^r3T>  ^^°s  laquelle  /»  eft  une  confiante,  Z 
une  fonHion  de  %,  &  «=— ,   ou  J^ç  — %^^=(?,  on 
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T 


aura  auffi    Tequation  fuivante,  (jj— /«-t-Z-^-i»)* 


1   ç.,— «'ï 


Démonstration.  L'équation  propofée,  en  ôtant 
y%    de  part   &  d'autre,  devient    «— /«— *-Z-4-<»  = 

voit  clairement ,   en   feifant   le  quarré  de  (/ — -j^  }  ^ 

qui   eft  //— ^•^'^ — "* — r*i    ^    ^®   multipliant    par 

1^;  car  le  produit   eft  nj^^y^^^.    Donc 
en  prenant  la  racine  quarrée    ài^s  deux  membres    de 

X 

l'equatîon ,  on  aura  («  — /  «-»-Z  -»•  4)*  =  (/  "^-j^  )  X 
y  ^^*    Mais,  par  l'hypotefe,  </« — %ày=.o\   par 


conlèquent  dH'^%ày^-yà%-^dZ-=. — yd%-¥dZ ^ 
donc  '^*~-^'^>— "'^g-*-'^^         -~y</gH-^z 

; rrr- =:=-7=;  &  par  ce  que  daf-^xdy^. 

ydx-^dZ  eft  la  différentielle  de  («»-^/«-*-Z-+^)> 


/ 


\ 
J 


/ 
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en  lot^rant  chaque  membre  de  cette  dernière  equa- 

I 

tioa,    on    aura     («-^/«-♦•Z-*-/»)*::;;;-^^',.^:^!; 


C  ^  F,  D, 


CGCCXV. 


THEOREME  VIII.    L'équation  </*— «</^=»  cft 
intégrable,  lorfquon  a  i'equation  n~-/»-^Z-4-4= 


9{'^0'-^-3f  )3'>  dans  laquelle  Z  8c  Z'  font  des 
fonaions  de  «,  &  ç{Z'(/— ^)}  une  fonaion  du 

produit  Z'x(/-4f). 

Démonstration.    Puifque  « — ^/«-»-Z-4-4=5 

(;' — -j^) ,  &  parce  que  l'équation  //«—«<// =0  fe  réduit  a 
(x]lc<ydx — xJf — ^/<^«-+*</Z=— /</»-»- </Z,  on  aura 

dx-.zdy—ydz-i-dZ  —(yJz  —  dZ)      —dz^y—JI.) 

*k»—JZ-*-Z-t-a)  flx—yz-i-Z^a) r(,-.t±) 

= "r^  •  Et  puifque  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion font  deux  différentielles  divifées  chacune  par  une 
foaélion  de  leur  intégrale ,  ces  deux  membres  font  in- 
tégrables  (par  le  Lemme  Art.  cccciX.).    C.jg.f.D, 
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CCCCXVI. 

Nous  allons  expliquer  dans  les  Problèmes    fuîvants 
une   méthode  générale  pour  intégrer ,  un   nombre   quel- 
conque N  d'équations,   renfermant   le   nombre   JV— i-i 
de  variables  r^tt^/jZ^Uy  &c.y  cliaque  équation   étant 
de   la    forme  ad9$'-^bdf'^cdz-^CTc.^*'{B9C--^kf'^ 
lz^^(S'c.)T dt-¥^ dt-^zo  y    dans    laquelle    a^  b^  c^  CS'c.y 
Bykyly^c.  font  des    confiantes   quelconques,   ou  zéro, 
T  une  fon6lion  de  r,   la  même  dans  toutes  les   equa* 
tions,  &  0  une  fon£lion  de  r,   qui  peut  être  différente 
dans  les  différentes  équations,  ou  zéro.     Pour  intégrer 
ces    équations,    on   les   multiplie   toutes,    excepté   une 
que   nous   fuppoferons   toujours   être   la  première,    par 
différents  fadeurs  conflans,  mais   indéterminés.    Enfui  te 
on   ajoute   toutes  les   équations   ainfi   multipliées    a  la 
première,  on  a  celle  qui   refulte   de  cette  fomme;  on 
détermine    les  valeurs   des  faéleurs   ou  coefficients  con- 
fiants, de  telle  forte   que  cette   équation  fe   reduife  a 
la  forme  de  l'Article    ccCLXxxii.,   ou  a   une  autre, 
dont  les  variables  puiffent  fe  feparer.    Nous  avons  déjà 
traité    deux    équations    de    cette    forme    dans    FArt* 
cccxLVir.,  mais  nous   devons   expliquer  icy  plus  au 
long  ce  que  nous  avons  dit  brièvement  dans  Tendroit 
dté. 


/ 
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CCCCXVII. 

Problème  V.     Trouver  les  intégrales   des  deux 
équations   d9Q-'^{an^^by)dt=zo^d)f''^(^hH'^k^)dt 

Solution.  On  multiplie  d*abord  la  féconde  de 
ces  équations  par  un  faéleur  confiant  &  indéterminé 
A;  elle  devient  Adjf-¥{hx'^kf)Adt'=:o.  On  ajoute 
cette  équation  a  la  première,  ce  qui  donne  la  fomme 

d^^Ady^{(^a^hA)H^{b-^kA)y'}dtJ=:o.  En- 
fuite  on  fait  enforte,  que  dans  cette  équation  la  quan- 
tité qui  eft  multipliée  par  dt  devienne  un  multiple  de 
9i^¥Ay^  intégrale  de  la  différentielle  dx-^Ad/y  afin 
qu  ayant  fuppofé  ;c— »--^/=f#,  &,  M  étant  une  con- 
fiante indéterminée,   Tequation  prenne   la  forme  du 


Mu  dt'=Oy  ou  -^  -H-  Md  t=zoy  dans  laquelle  les  variables 


u  k  t  font  feparées.  On  aura  donc  par  cette  hypothefe 
ax-^jbAx-^bf-^kAf^rzzMx-^MA/;  &  en  compa- 
rant terme  a  terme  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion,   ax^^&Ax=zMx y  &   ^/— f-^^/=Af^/;  d'où 

Ton  tire  M^iza-^BA^  &,  M=:  — ^ — ;  par  confequent 

a-^i^A^z — ^j-^,  &,  par  les  règles  conniies  de  TAl- 
gebre,  jbAA-^aA^kA^h,  &  A=i—i^^jz± 
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^'''^  If^^   '  •   On    a  donc  par  Ik   deux  valeurs   de 


A;   &    fuppofant   a^-H-^^^/rs»,  ou   dx-^Ad/=:du^ 
puifque  M:=:a^^bA^  on  aura  du^^(a^^b A)udt:=zay 


ou  ~-*.(4-*.^^)^r=o,&  ^^=z^dt{a^bA); 


8c,  en  intégrant,  L.«=C— ^(/^-4-i6yf) ,  C  etaat 
une  confiante.  Donc  en  prenant  e  pour  le  nombre ^ 
dont  le  logarithme  eft  Tunité,  ou  en  fuppofant  L»e=zi^ 
&  L.g=Cy  on  aura  L.u=2L.g'-^t(a''^bA)L.e=z 

^^t{a^hA)_j^^^^t(^a^hA)^   &    par   COufc- 


quent  uz=zge    ^^'"^  -^^^  cela  pofé,  foîent  ^,  p' les  deux 

valeurs  de  -4^  trouvées  cy-deflus;  &  au  lieu  de  Tequa- 
tîon  H'^Af'^zu^  on  aura  ces  deux— cy  9^^-^pf=zuj 
Se  96^t-py=zui  &  de  même  au  lieu  de  Tequation  u=z 

m 

g^—n^^i^)^  on   aura  les  deux    fui  van  tes   u=^ 

ge-'^'"^^P\  k  u=:gi^'^''^^^'\  Des  deux  equa- 
tîons  9c-^p'fz=zuy  &  x-+-/>/=«'  on  tire  aîfément  les 
valeurs  de  /  &  de  x  ;  car  en  retranchant  la  féconde 
équation  de  la   première,  on  a  p/— y/=:»  — «,  & 

/ = T^jr  ;    &  par  la  première    équation    on   trouve 

%^^  )=   f-^-'      Dans    ces 

valeurs  de  m  Bc  de  ^,  on  mettra  pour  ft  8c  pour   t»' 

leurs 
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leurs    valeurs  g^~  ^\  &  ge^^^^'^  ^\   &    on 

déterminera  les  confiantes  g  8c  g  par  les  valeurs  que  x 
&  f  doivent  avoir,  lorfque  r=:o,  ou  eft  égale  a  quel- 
que grandeur  connue,  &  on  aura  les  intégrales  cherchées. 
Cette  Solution  ne  peut  fouffrir  de  dificultés,  que 
dans  le  cas  où  Tequation  bAA-¥aA^^kA — é  =  a 
ne  donne  point  deux  valeurs  de  Ay  ce  qui  arrivera  fi 
b  =z  (7 ,  ou  ^ = 0 ,  &  dans  le  cas  où  les  deux  valeurs 
de  A  font  égales.     Or  i.^   Si  ^=:a,  une  des  valeurs 

de  -4"  eft  =:  0 ,  &  l'autre   eft  — ^-^  ;    c'eft  pourquoi  il 

n'y  a  qua  fuppofèr  dans  les  formules  précédentes 
^'  =  0,  &  Ton  aura  les  valeurs  de  /  &  de  ^.  2.*"  Si 
h:=Oy    la    féconde   équation    iif'Hr(bH''^kf)df=::o 

fera  df--^kfdt:=zo^  ou  — ^=— ^</r,   d*ôù  Ton  tire 

^:=zme^  \  m  étant  une  conftante,  &  par  confequent 
y  fera  une  fonélion  de  r,  que  nous  defignerons  par  ô; 
8c  en  fubftituant  cette  valeur  de  /  dans  la  première 
équation  liw— 4-/^x1^/— ^^/iir=o,  elle  devient  i/x—h 
aMdt'^bôdf^zo^  équation  qui  fe  réduit  a  la  formule 
de  l'Art.  CCCLXXXII.,  &  qu'on  intégre  par  cet  Article. 
j."*   Si  les  deux  valeurs  dtAyp  8c  p'  font  égales,  on  aura 

toujours    uzzzge^^^^^^^^ y   en    mettant   p   pour    A\ 

fubftituant    enfuite    cette   valeur   de  u   dans   l'équation 

D  d 
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fc,^pj^=zu  j  on  aura  9f=^gc  ^  ^^ — p/ .  Oa 
mettra  cette  valeur  de  x  dans  la  féconde .  équation  dj^ 
'^^l^xJt'^kfdfzzzoy  &  elle  deviendra  d/^-^rk/df^^ 

bge^^^^'^'^^^  dt  —  èp/dt=:oy  ou df-^(k — bp)jfdp 

^^bgc^^^^^  ^^  dt^^zoy  équation  qui  fe  réduit  cnco* 
re  a  la  formule  de  l'Art,  ccclxxxii.  4.''  Enfin  fi 
les  valeurs  de  A  etoient  imaginaires  ^  le  Problème  (e 
refoudroit  toujours  de  la  même  manière.  Car  nous 
avons  vu  (Art*  xcviii.)  que  les  exponentielles  imagi- 


naires fe  reduifent  toujours  aA-^By  —  i,  A-^BX. 

ly  A  8c  B  étant  des  quantités  réelles;  &  fi  les 
valeurs  de  9c  &  de  /  dévoient  être  réelles ^  les  imagi- 
naires en  difparoitroient  • 

CCCCXVIII. 

Problème  VI.  Trouver  les  intégrales  des  deux 
t(iU2LÛons  d  9f  -^  (a  X  -Ht  bf)  T  d  f^^6  d  f=:zoyd/-*'(b  X 
ky)T dt^^(^dt=zoy  dans  lefquelles  T  eft  une  fon- 
élion  de  /,  8c  6  ^  &  auflî  des  fon£lions  quelconques  de 
ty  ou  zero« 

Solution.  Elle  eft  a  peu  prés  la  même  que 
celle  du  Problème  précèdent  «  Car  en  multipliant  la  (c- 
conde  équation  par  A  y  &  ajoutant  le  produit  a  la  prfr» 

miere    équation ,    on  aura  dx^^Adji •+  ^  (^  "^^  -^)  ^ 
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on  fait  d}t'-^Ady^=:duy  ou  k— !--<//=»,  i^{a~-^bA)»t 
^^{b-^kA)y=zMx-^MAy ^    on    trouvera^  comme 

dans  le  Problème  précèdent,  M:=za~^bA=i  "v^î  ^ 


«*r<i^-*-(ô-+ô'^)<//=:o,  équation  qu'on  int^^ra  par 
la  Tatthoàn  de  l'Art.  cccLXXXii.  Suppdî^  preièntement 
que  les  deux  valeurs  de  A  foient  />,  &  y,  on  trouve» 
ra  encore,   comme  dans  le  Problème  précèdent,  /=s 

î^l^    &  i>=\*'~'^*,  &  dans  ces  deux  valeurs  de  y  & 

de  M  on  mettra  pour  u  8c  pour  »  leurs  valeurs  trouvées 
par  l'Art.  cccLXXXii.    C.  ^  F*  T. 

cccexix. 

Corollaire.  U  ne  fera  pas  plus  difficile  d'inté- 
grer les  deux  équations  d»^¥mdy'~¥{aM~¥by)Tdt 
'■jhSdf=o;  d/'^ndx-^(bx^¥k/)Tdt~¥'^df=:o, 
On  multipliera  la  féconde  équation  par  ^,  &  ayant 
ajouté  ce  produit  a  la  première  équation,  on  aura 
{i-^nA)dM-h{m'^A)djf-^(a-i-èA)MTdf'^(b"h 
kA)yTdf'-*-{6~^AS^)dt:=o,  On  fera  enfuite  (i-+ 
nA)x^{m~¥-A)jf=:»y  &  (a'^bA)x'-¥-(b-^kA)/ 
^M{i^nA)M'-¥M{m'-¥A)y',  d'où   l'on  tirera  M 
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MuTdf^^(6^-hA(f')df:=^o.  On  fera  le  refte  comme 
dans  le  Problème  précèdent,  en  fe  fervant  de  Tequa- 
tîon  (i'HrnA)x'^(m-*'A)f=iu  y  au  lieu  de  x-»* 
af=:Uy  &  ayant  égard  aux  différentes  valeurs  de  A 
Sç  de  M, 

On  voit  bien  encore  que,  fi  dans  les  équations 
propofées,  les  deux  premiers  termes  dx  Se  d/  etoient 
multipliés  par  des  confiantes  quelconques,  la  iblution 
n'en  feroit  pas  plus  difficile;  &  d ailleurs  il  efl  évident 
qu'en  divifant  chaque  équation  par  la  coudante  qui 
multiplie  fon  premier  terme,  on  la  reduiroit  a  la  for* 
me  propofée  dans  ce  Corollaire  « 

ecccxx. 

Problème  VIL     Intégrer  les  trois  équations  dx 

Solution*  En  multipliant  la  féconde  de  ces  e- 
quations  par  une  confiante  indéterminée  A^  &  la  troi- 
fieme  par  une  confiante  indéterminée  B ,  les  trois  e- 
quations  feront  alors  dx^^  (ax-^bf'^cx)df=2o; 
Adf'^[Ai^x-^Akf-^Al%)df:=:o;  Bdz-^ÇBmx-^ 
Bn^'^Bpz)df=zo.    On   Ifts   ajoutera   enfemble,  la 

fomme   fera   dx^t'Ad/'^Bdz^i-{^(a'i^Ab^^Bm)ê^ 
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{b^i-Ak-^Bn)f^(c'^jfl'^Bp)zydf=zo.  En- 
fuite  on  fuppofera  dfcHrAd/^+Bd^^zdny  ou,  en  in- 
tégrant, 9$'^A/'HrBx=::uy  ^{a'+Ab^^Bm)x'^{b 
^Ak-+Bn)f'+(c^Al'^Bp)z=^M(9c^Ajf^ 
Bz)=zMu:=^Mtê-i'MAf'^MBz;   afin  davoir   Te- 

quation  du-^Mudr^^o^  ou — =— Mi//,  dans  laquel- 
le les  variables  i*  &  /  font  feparées,  &  dont  Tînt^grale 

cft  L.u=z — Mr-^C  confiante,  ou  uzzzge  .  Puis 
on  comparera  terme  a  terme  les  deux  membres  de  Te- 
quation  {a^hAb--i-Bm)x^+(b-+Ak-i'Bn)f^^(c^{» 
Al'-hBp)z:==zMM'-+MAf--hMBzy  en  égalant  en* 
treux  les  termes  homologues,  &  on  aura  les  trois  e« 
quations  fuivantes,  M=za--hAb-+Bm;  MA=ib-+ 
Ak'^Bn';    MB=zc^+Al'^Bp  ;   .doù  Ion   tire    les 


deux    équations   a^-hAb^Bm'=^ 

^^:tâl:tM2.  La  première  de  ces  deux  équations  a-^hAb 

-l-Bm= 3 donne  Jg=  ■    ■     »   & 

fubflituant  cette   valeur  de  B  dans  la  féconde   équation 

4--f^i&-+Bw=:^-^i^yi^,   on  aura,  après  avoir  fait 

les  reduftions  ordinaires,  une  équation  du  troifieme  de^ 
gré,  qui  donnera  trois  valeurs  de  A. 
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Cela  pofé,  foient  p^  p\  f  les  trois  valeurs  de  jf^ 
q^  q\  q  les  trois  valeurs  correfpondantes  de  B,  &  r, 
r ,  /  les  trois  valeurs  correfpondantes  de  M\  au   lieu 

de   Tequation    u=zge^    \    on  aura   ces  trois   autres 

équations  ur=:zge       ;  ^=i^       ;  ^=J[^       ,  &  au 


lieu    de  Tequation    n  -+-  A  y  — i-  £  z  =  i» ,   on   aura   les 


trois  équations  fuivantes  n'-^py^^q%'=:^gc    '  ; 


ft  .   ^it       _     H    //  —  r"]? 


^/— ••^«=^^  ;  x-+/>^-4-^«=:gtf  •  De  ces 
trois  équations  on  tirera  les  valeurs  de  «f, /,  ^^  &  on 
déterminera  les  confiantes  gj  g\  g'  ^  les  valeurs 
que  doivent  avoir  ^,/)  x^  lorfque  tz=zo^  ou  efl  égal 
a  une  confiante  donn^.    C.  j^  F.  T. 

CCCCXXI. 

Remarque.  SI  Tequation  en  A  vlsl  pas  trois 
racines  inégales ^  comme  nous  lavons  fuppofé,  on  pour- 
ra toujours  )  pourvu  que  cette  équation  ait  au  moins 
une  racine,  réduire  le  Problème  prefent  au  cas  du  Co- 
rollaire  du  Problème  VI.  Car  (oit  p  la  valeur  de  ^^ 
q  la  valeur  de  B,  &  r  la  valeur  de  My  au  lieu  de 

Tequation   9f-^Af^irBz=:u^=L.gé^^\    on    aura 

ir— ••^/-+-y»=::Xr./^  ;  &  Ton  réduira  les  trois  équa- 
tions données  a  deux,  en  faifant  evanoiîir  par  le  mo- 
yen de  cette  dernière  équation  une  des  variables,  par 
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exemple,  %.  Mais  il  peut  fè  faire  (]^ue  Tequation  en 
jf  n'ait  aucQoe  racine^  ce  qui  arrivera^  fi  les  coeffi- 
cients qui  afTeéleot  les  différentes  puiffances  de  A  y  font 
égaux  a  zéro.  En  ce  cas,  fi  le  terme  tout  connu  de 
Tequation  s^evanoiîit  auffi,  c'eft  une  marque  ^  qu'on 
peut  donner  a  A  telles  valeurs  quon  voudra,  &  le 
Problème  devient  alors  plus  fîmple.  Si  le  terme  tout 
connu  de  Tequation  ne  s'évanouit  pas,  on  augmentera^ 
ou  on  diminuera  a  volonté  un  des  coefficiens  a  y  by  Cy 
by  (7c.  d'une  quantité  infiniment  petite^  pour  rétablir 
vn  des  termes  de  l'équation,  &  on  aura  pour  lors  par 
la  règle  du  Parallélogramme  de  Newton,  une  valeur 
infinie  de  A  y  qui  fervira  a  refondre  le  Problème.  Mais 
ce  n'efi  pas  icy  le  lieu  de  démontrer  cette  dernière  re« 
flexion,  qui  demanderoit  une  trop  longue  explication^ 
laquelle  d'ailleurs  appartient  a  TAlgebre  finie. 

Il  e/l  âcile  d'intégrer  par  le  Problème  trois  equa* 
tions  qui  contiendront  les  variables  jt  ,  / ,  x  multipliées 
par  des  confiantes,  &  par  une  fon£lion  quelconque  de 
ty  avec  leurs  dii^rences  aufli  multipliées  par  des  confiant 
tes,  &  par  une  même  fon£Hon  de  py  &  de  plus  ua 
terme  quelconque  6dty  ffdty  fiV/-,  qui  ne  renferme 
que  des  confiantes  avec  t.  On  n'aura  pour  cela,  qu'a 
opérer  comme  d^ns  le  Problème  VI.,  &  dans  fon  Co- 
rollaire; enfin  on  voit  affez,  par  tout  ce  que  nous 
avons  dit,  comment  il  fawdroit  procéder  pour  intégrer 
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quatre,  cinq,  &c.,  &  autant  d'équations  qu'on  voudra,^ 
pourvu  quelles  ayent  la  forme  préfcritte  dans  TArticle 
premier  de  cette  méthode.  Au  refte  on  rend  Tinge* 
nieufe  méthode,  que  nous  venons  d'expliquer,  beaucoup 
plus  générale,  en  fe  fervant  de  Tableurs  variables,  & 
indéterminés,  &  de  la  propriété  des  équations,  quon 
fuppolè  être  des  difTérentielles  exaâes»  Car  fi  l'on  a* 
voit  en  gênerai  un  nombre  quelconque  N  d'équations 
différentielles  renfermant  le  nombre  N-^i  de  variables 
combinées  entr  elles  de  quelque  façon  que  ce  foit;  en 
multipliant  toutes  ces  équations ,  excepté  la  première  y 
refpeftivement  par  des  quantités  M,  M',  AT  y  dxe.  que 
l'on  fuppoferoit  être  des  fon£lions  indéterminées  de  ces 
variables ,  on  ajouteroit  ces  produits  a  la  première 
équation;  puis  multipliant  le  tout  par  un  fadeur  P  j 
que  1  on  fuppofera  auifi  être  une  fon£lion  de  ces  varia- 
bles, on  fuppoferoit  de  plus  que  l'équation  totale  eft 
une  différentielle  complette,  &  on  deduiroit  les  équa- 
tions particulières  qui  naîffent  de  cette  fubflitution  • 
Nous  avons  déjà  donné  un  Exemple  de  cette  méthode 
(Art*  CCCXLVII.);  ^ous  en  joindrons  icy  un  autre. 

Si  l'on  avoir  les  deux  équations  Adx-r^Bdy'^ 
Cd%'=io'^  A'dx^^B'dy-^C d%=zo  ,  dans  lefquelles 
AyByCyA' yS yC  font  des  quantités  qui  ne  renfer- 
ment que  des  confiantes,  &  les  trois  variables  ^,/,  « 
combinées  comme  on  voudra;  on  multiplieroit  la  fé- 
conde 
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conde  équation  par  M,  on  ajouterait  le  produit  a  la 
première,   &    multipUant  le    tout    par  P,   on  auroit 

=  o;  or,  pour  que  celle-cy  foit  une  diffSrentieUe  corn- 
plette,  il  feut  (Art.  cccxxxii.)  qu'on  ait  les  trois 
équations  fiûvantes  '^'C^M-»-^'m>) 'I-(p(b-+b'm\) 

'^y  à* » 

^  TT-        »    "^ ^  = 

d} '•     C'eft    a    dire    ^(a^^m^ 


PJ'^^l^^>=.^(B^BM)^P.£UL-£m . 


dx 

^(c^CM)^P.iis^fin..  Si,  .  r«ae  d« 

deux  demicres  équations,  on  tire  les   valeurs  de  ^ 
^  ^®  "ST)  *  quon  les  fubftitue  dans  la  première,  on 


aura,   après  reduaioû  feite,  (C -+ C M)  ( iSJ^±^J!Û, 

£  e 
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=  0.  équation  indipeadante  de  P.  On  cherchera  dooc 
pour  M  une  fon£lîon  de  «,  /,  «)  la  plus  générale  qui 
foit  poITible^  &  qui  puifle  fatisfaire  a  cette  équation. 
Ayant  trouvé  My  on  cherchera  pour  P  une  fonftioa 
de  ^  9  /  )  ^9  qui  fatisfaife  a  deux  quelconques  des  trois 
équations,  qu'on  a  trouvées  d'abord  cy-deflTus;  ce  qui, 
a  la  vérité ,  exige  fouvent  beaucoup  de  recherches  ; 
mais  cela  eft  du  moins  toujoun  pofTible. 

CCCCXXIL 

La  Méthode  que  nous  venons  d*expliquer  pourroit 
aufTi  s'appliquer  a  des  quantités,  difTérentielles  qui  ne 
feroîent  point  réduites  en  équations,  &  qui  renfernie- 
roient  certaines  conditions.  Telles  feroient,  par  exem- 
ple, les  deux  quantités  différentielles  de  cette  forme 
ads-^^duy  &  padu^^rfids'^du.(f>{uys)^^ds.(p'(uys)y 
dans  lefquelles  p,  &  r  defignent  des  confiantes  données; 
<p(uys)  &  9(^>^)  ^^5  fondions  quelconques  de  «,  & 
de  5,  On  pourroit  par  les  méthodes  précédentes  rendre 
ces  deux  différentielles  complettes;  c'efl  a  dire,  déter- 
miner les  valeurs  a  ^  8c  fi  enforte  que  les  deux  différen- 
tielles propofées  foient  intégrables* 

Suppofons   pour  cela   que  l'une  &  l'autre   différen- 

tiellefoit  complette,  on  divifera  par  la  confiante  p  tous 

les  termes  de  la  féconde  différentielle,  &  faifânt  — ==;* 
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&    divifant    la    féconde     différentielle    par    *^T  ,  on 
écrira  les  deux   différentielles  comme  il  fuit  0^^.  ^ 


tas:  —^-^py  n.as'^ y==^-* -^J  ^.  Or. 

yn  fK»  f^jT  ^ 

puifque   chacune  des  deux   différentielles  doit  être  com- 

plette^    il  eft  clair  que  leur  fomme,    &  leur  différence 

doit  aulfi  être  une  différentielle  complette .   Donc  i.<^  Ci 


on  Us  ajoute  enfemble,   &  qu'on   faffe  a— i-/3r«=:w, 


&T;=r-4-^=/,  on  aura  une  transformée  mdf-^df.X 

F(t^s)'^Js.Tî(rys)y  qui  doit  être  une  différentielle 
complette;  les  expreffions  FÇfys)^  n(^f^s)  defignent 
les  fonflions  de  /,  &  de  j,  qui  proviennent  de  la  fub- 


< . 


flitutîon  de  (/^— ^)*^w  au  lieu  de  u.  Or,  parle  théo- 
rème  fondamental,   8c  par  la   condition,    nous   aurons 

J?  I  ^^  "  =  — j^'  '.  Donc  en  prenant  s  pour  va- 
riable  &  t  pour    confiante,  on    aura   m=^ — F(fys) 

,^FP'^'s/'''''^y''^;  Ft  defigne  une  fonRion  de  t. 
2.0  Si  de  la  première  des  différentielles  propofées  on  ôte 

la  féconde,  &  qu'on  faffe -^ ^=/>  Sc^*^— «=M> 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  fi  on  multiplie  la  fé- 
conde de  ces  différentielles  par  —  i  >  &  qu'on  les  ajou- 
te enfemble,   on  aura   une  transformée  /^i//-*-rf/9  X 
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(^ ,  j  )-»•</  i .  F'( f ,  f  ) ,  ^ui  doit  être  une  différeatielle  com- 

plette;  -F*(/',f)  eft  une  fonction  de  /,y.  Donc  on  aura 

par  le  théorème  cité— -i 57^= — 4/     >  &,  en 

fuppoiànt  s  variable  ^  Se  y  confiante ,  on  aura  fi  =  —' 

9'(yy^)'^9"(j)'^s/"''^^^'^'\   l'expreflion   ç'C/) 

defignant  une   fon£lion  de  f;    on  a  donc   les   valeurs 
des  quantités  m,  /n;   doîi  Ton  tirera  les   valeurs  de  a  y 

&  de  /?,  puifcjue  a-^fi  *^=:w,  &  ^^^n — a=ztJLy  c'eft 
a  dire.  a=:2~l    &  /g z:^ -2L±£- ^   n  ^v  auroit  aucu- 


ne  difficulté  dans  Tintégration ,  quand  même  t^  n  feroit 
imaginaire,  car  on  pourra  toujours  faire  evanoiîir  les 
imaginaires  de  ût,  &  de  /5,  fi  ces  quantités  doivent  être 
réelles,  comme  nous  avons  obfervé  cy-deffus.  Nous 
pourrions  faire  ufage  de  la  même  méthode  dans  des 
diffcrentielles  plus  compliquées,   telles  que  ads^^^duy 

&  padu'^pfidu^^yfids'^fJiads'^du.^(uys)''^ds.X. 
(p(uys).  On  rendroit  ces  deux  différentielles  complet- 
tes  de  la  même  manière;  mais  il  fuffit  d'avoir  indiqué 
la  méthode,  d autant  plus  que  nous  aurons  occafion 
dans  la  fuite  de  traiter  de  ces  mêmes  différentielles^ 
en  parlant  des  différentielles  du  fécond  ordre;  &  nous 
reprendrons  quelque  fois  des  différentielles  du  premier 
ordre,  quon  manie  plus  aifément  par  des  différentielles 
des  ordres  fuperieurs. 


f 
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CHAPITRE    V. 

Des    Reghf    générales    du    Calcul    Intégral 
des  différentielles  des  ordres  Jupérieurs, 


CCCCXXIII. 


N< 


Ous  ne  répéterons  point  icy  ce  que  nous 
avons  déjà  dît  dans  le  dernier  Chapitre  de  la  première 
Partie  fur  les  notions  générales  des  différentielles  des 
ordres  fuperieurs,  &  fur  l'intégration  de  celles  qui  ne 
renferment  qu'une  feule  variable  Xy  &  dans  lefquelles 
la  première  différence  ^«  eft  fuppofée  confiante.  Nous 
donnerons  les  règles  générales  pour  réduire  les  différen- 
tielles du  fécond  ordre  a  celles  du  premier,  les  diffé- 
rentielles du  troifîeme  ordre  a  celles  du  fécond  j  &  ainfi 
de  fuite,  lorfque  la  chofe  efl  poffible;  &  pour  décou- 
vrir quand  elle  efl  impoffible;  en  commençant  par  les 
différentielles  a  une  feule  variable  x,  dans  lefquelles  la 
première  différence  x  neft  pas  fuppofée  confiante,  & 
venant  enfuite  aux  différentielles  qui  renferment  plu- 
sieurs variables.  Au  refle  un  principe  très-fimple  & 
très— fécond  pour  trouver  ces  règles  générales  efl  de 
choifîr  une  différentielle  générale  d'un  ordre  quelcon- 
que, de  la  différentier   en  fuppofant  la  différence  d'une 
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des  variables  coudante,  ou  eu  laiffant  tout  variable  Se 
d'en  déduire  enfuite  les  règles  pour  réduire  cette  diffé- 
rentielle a  celle  d'un  ordre  inférieur  qu'on  avoit  choifie. 
Ce  principe  d'invention  nous  a  été  d'une  graude  utilité 
dans  tout  le  Calcul  Intégral  des  différentielles  du  pre- 
mier ordre,  foit  pour  trouver  les  règles  générales  de 
ce  Calcul,  foit  pour  démontrer  celles  qu'on  avoit  déjà 
trouvées . 

CCCGXXIV. 

Soit  XdM  une  différentielle  générale  du  premier 
ordre  a  une  feule  variable  x,  dans  laquelle  on  fuppo/è 
que  X  eft  une  fonélion  quelconque  de  x  &  de  con- 
ilantes,  8c  dx  variable.     Si  on  la  différentie,  on  aura 

Xddx^-k-Xdx^ ^  pour  fà  différentielle  du  fécond  ordre, 
dans  laquelle  X'  fera  encore  une  fonélion   de  m,    &  de 

confiantes,  telle  que  X'zrz^jj-,  puifque  la  différentielle 
de  Xdx=zXddx^dx.dX=zXddx^dx.Xdx. 
On  conclura  de  cette  formule  générale,  que  toute  dif- 
férentielle du  fécond  ordre  a  une  feule  variable  finie  Xy 
&  dans  laquelle  dx  eH  auffi  variable ,  ne  peut-être 
cxaéle  ou  reduélible  a  une  différentielle  du  premier  or- 
dre,   a  moins  qu'elle    ne  puiffe   fe  réduire  a  la  forme 

Xddx-^Xdx^^   dans  laquelle   X  cft  une  fonélion  de 


w  &  de  confiantes,  &  X'==4t*    Donc,  fi  on  propofe 
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d'intfgrer  «ne  différentielle  quelconque  du  fécond  ordre, 
qui  ne  renferme  qu'une  variable  finie  «,  avec  Jx  auili 
variable,  il  faudra  d'abord  voir  s'il  eft   poflible  de  la 

réduire  a  la  forme  XddH-^X'dtî^  ^   &    enfuite   fi , 

après  cette  reduftion  ,  on  trouve  X'=-5— ;    car  fi  elle 

n  a  pas  ces  deux  conditions ,  elle  ne  fera  pas  intégra- 
ble;  c'eft  a  dire,  qu'on  ne  pourra  pas  la  réduire  a  une 
êlSéKtaiéH^  du  premier  ordre.  Mais,  fi  elle  a  ces 
deux  conditions,  on  aura  d'abord  ion  intégrale  Xdx^ 
qu'on  pourra  enfuite  intégrer  par  les  méthodes  de  la 
première  Partie. 

Exemple.     On  propofe  d'intégrer  la  différentielle 
du  fécond  ordre  ax^ddpt-^zaxdx^-^b^xddpC'-^b^d  pç^ 
cx'^^ddx'^^cx'^^dx^y  ou  (ax^-^b  X'Hrcx~^)ddx 


2 
•^(zax-^b  — icx~^)dx^ .     En  la  comparant  avec 

la  formule  générale  Xddx-^X'dx^y  on  aura  X=4;c* 


^  & 

X's=.za)« 

4 

—  3r#» 

-♦.    II 

faut  donc  voir 

fi  X'- 

=  7,  •    Or 

en 

prenant 

la  dif». 

rentielle  de  ax^-^b^ 

X  -+•  C  X^^  ^    y 

on  1 

trouve  laxdit-^ 

b  dx—^^cx~ 

*Jx, 

&,  divifant 

par 

dny  le 

quotient 

eft  2^*^-4-^*- 

—  5f  «" 

"♦=:X'.     ] 

Donc 

la  différentieile 
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propo(2e   a  la  condition  requife    &  (on   intégrale    dl 

Xd9ç:^zaH  dM'^h  adic^HrCêê  ^ i^^  comme  on  peut 
^en  a(sûrer  en  prenant  la  différentielle  de  cette  inté* 
grale.    Si  on  vouloit  de  plus  Tint^rale  àc  XJêty   on 

trouveroit  —  ^  x'  -*•  —  ^*  4r* -oT'  *  — ♦•C  confiante  qu** 

on  determineroit  par  la  règle  oïdinaire» 

CCCCXXV* 

Soit  XddK^^Xdn^  la  différentielle  gjcnerale  du 
fécond  ordre  a  une  feule  variable  n  redu£libie  ou  non 
reduôible  au  premier  ordre.  Si  on  la  différencie  en  faî* 
fànt  varier  dK  &  dds^y  on  aura  pour  ia  différentielle  du 

troifîeme ordre  Xd^ x-^ddêi.dX-^z  X'dxddn-^i'dx^.  X 


dx:z=zXd^ê$^X'dxddx^iXdHddM^X"'dx\eafa]P' 

pofan t dX=JCdK^  & dX^zX'dxy ou Xr=  jf^Sc X^=^^ 

Donc  (i  on  propofe  d'intégrer  ou  de  réduire  au  fécond 
ordre  une  différentrelie  du  troîfieme  ordre  ^  qui  ne  ren- 
ferme quune  feule  variable  finie  k^  &  dans  laquelle 
les  différences  dx  &  ddx  foient  auffi  variables  ^    il  fau* 

dracTabord  la  réduire  a  la  forme  X^  x^^X  dnddx'^ 


zXdxddx'^X^'dx^  ,  &  voir  enfuite  fi  elle  a  les  coa- 


ditions  requifes^  ou  fl  elle  donne  les  équations  X* 


7  > 


/ 
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j  &  X" = -r-  .  Si  elle  n  a  pas  ces  conditions ,  elle 


dx  >  ^  dx 


V^ 


fera  irredu£lible ;  fi  elle  les  a,  Ton  intégrale  fera  XddK 

Exemple.  Soit  propofée  la  différentielle  du  troi- 
fieme    ordre   a;^ d  x^-i-^aM^dxddM-'hzhx^dxddx'-i' 
2  bxd9Ê^  y    en   la   comparant   terme   a  terme  avec  la 
formule  générale  X^  x-+-XVx^J^-+2  X'^«rfi/x— h 


Td99^  y  on  trouvQX=:ax\  X'—^ai^  ,  X=zbx^  ,  X" 
=  2^*.  Il  faut  donc  voir  (i  on  trouve  auffi   les   deux 

égalités  X^=:^,  &X-'=:^'.OrpuirqueX=:4;*%  oa 


aura  dXzzz'^ax^ dxy  parconfequent'jj*==3/ix*=X",& 


puifqueX=^x*,    on    aura    dX'zzzzbxdx]  par  confe- 


dX' 


quent—  =:2^x=X'":    donc  Tequation    propofée  a  les 


conditions  requifes,  &  fon  intégrale  efï  Xddx'^X'dx^ 
z=za9t^  ddn-^bx^  dn^  • 

ecccxxvL 

On  pourroît   trouver  quelques   difficultés    dans    la 

comparai/on  de  la  différentielle  propofée  avec  la  formule 

Ff 
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générale  •  Car  cette  formule  étant  exprimée  ainfi  Xd 
{X^2X)d^dd9c^X'dx^  &  la  différentieUe  propoféc 
de   cette   manière  ax^ d^ 9^'^{iax^^^zbM^)dx ddx 


ibxdx^  on  trouveroit  d'abord  X=j«  y  &  X^=z2^x^ 
mais  on  pourroit  être  embaraifé  pour  déterminer  les  valeurs 

de  X'  &  de  X"  par  Tequation  X"-+  z  X=  3  iiir*  -h-  2  ^x*. 
Cette  difficulté  diiparolt  en  failànt  attention  aux  deux  ega« 

lités  X*=j7,  &X^=:yj-,  lorfque  la  différentielle  pro- 

pofée  eft  intégrable  y  ou  redu£lible  au  fécond  ordre .  Car 

puifquon   a  déjà   trouvé"  X-=:at^  &  ^ue  X"=-j^= 

'"^^  "y  on  aura  X"=^ait*  y  &  par  confèquent  2X'= 

a***,  &X'=^»*,  a  caufe  de  l'équation  X*-*-2X'= 

^ait*—i-2Ùx*.   On  peut  appliquer  ces  reflexions  a  tous 
les  cas. 

CCCCXXVII. 

Si  on  fuppofè  que  la  féconde  dîfSfrence  Jdx  fok 
conftante,  on  aura  d  «=o,  &  la  formule  générale  de- 
viendra (X'''-¥iX)dMddx^X"dM\  &  on  aura  les 
deux  egaUtés  X"=:if ,  &  X'=~.  Dans   la  même 
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fuppofition  la  différentielle  propofée  dans  l'exemple  pré- 
cèdent fera  {lan* -^2bit*)dxddic-^zbxdM'^ ,  En  la 
comparant  avec  la  formule  générale,   on  trouve  X"z=z 

zhxySc  X'-t-z  X'=34«*-+  ikx*;  &  par  l'égalité X*'= 
•jj-  y  on  aura  zbi$dx:=zdX\  ce  qui  donne  par  intégra* 

tien  X'=*«*,  &  par  confequent  X"=3tf«*par  i'equa- 


tion   X''^^2X=zia9c^'^zbx^.  Enfin ,  par  ce  que  X^^i: 
j^^  on  aura  ^ax  </x=iX,&,  en  intégrant,  X=^;tf?. 

Donc  imtégrale  Xddn^Xdx^  îtr^ax^ ddx^hx^ di^^ . 
On  voit  afféz  par  tout  ce  que  nous  venons  de  dire 
comment  on  peut  appliquer  nôtre  méthode  aux  diflféren- 
tielles  a  une  feule  variable  du  quatrième  ordre,  enfuite 
a  celles  du  cinquième  ordre,  &  auK  autres  fuivantes. 

CCCCXXVIIL 

On  a    fouvent   befoin,   furtout  dans  les  queftîons 

de  maximis  &  minimis^  de  fuppofer  une  quantité  diflfé- 
rentielle  égale  a  zéro.  Lorfque  cette  équation  différen- 
tielle eft  du  premier  ordre,  &  ne  contient  quune  feule 
variable  x,  on  na  pas  befoin  du  calcul  intégral  pour 
la  refondre.  Car,  fi  on  a  Tequation  Xdx=Oy  en  di- 
vifànt  par  dx^  on  trouve  d abord  Tequation  X=:p,qui 
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ne  renferme  plus  de  différences.  Mais  fi  Tequatlon  dif- 
férentielle a  une  feule  variable  x  eft  d'un  ordre  fupé- 
rieur,    &  quelle  contienne  des  différences  de  divers  or- 

dres  dx^  ddx^  d  x^  &c.j  on  ne  peut  la  refoudre  de 
cette  manière,  &  il  faut  avoir  recours  au  calcul  inté- 
gral .  Dans  ce  cas  on  cherchera  d'abord ,  fi  l'equaiion 
différentielle  propofée  efl  intégrable,  par  la  méthode 
que  nous  venons  d'expliquer ,  &  on  l'intégrera ,  fi  la 
chofe  eft  poffible .  Mais  fi  la  quantité  différentielle  de 
cette  équation  n'eft  pas  exaRe ,  ou  n'a  pas  les  condi- 
tions requifes  dans  l'état  où  elle  fe  trouve ,  on  la  mul- 
tipliera par  une  fouélion  indéterminée  de  *,  que  nous 
defignerons  par  M;  enfui  te  on  déterminera  la  valeur 
de  M  par  les  conditions  requifes,  pour  rendre  exaRe 
Ja  quantité  différentielle  qu'on  a  multipliée* 

CCCCXXIX. 

Toutes  les  équations  différentielles  du  fécond  ordre 

a  une  feule  variable    font  intégrables   par  cette  metho* 

de.  Car  foit  Xddx~^X'dx^=:o  l'équation  différen- 
tielle générale  du  fécond  degré  a  une  feule  variable  x. 
En  la  multipliant  par  M,  que  nous  fuppoferons  être 
une  fonélion   indéterminée  de  x,   on   aura  MXddx--^ 

MX'dx^=:o,  &  puifque  MXddx-^MXdx"  eft 
une  différentielle  exa£le  du  fécond  ordre,  dans  Uqu^ll^ 
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MX  &  M^'  font  des  fonflions  de  «»  (par  hyp.),  on 
aura  (Art.  ccccxxiv.)  l'équation  AfX'</«  =  <^.  (MX) 
=  M</X-+X^M,  &  l'intégrale  cherchée  fera  MXJm 
=  0.  de  l'équation  MX'dx=zMdX-^ XdMy  on  tire 

X'dx—dX         dM       -  .      .         ^      _    X'dK         ,    __ 

j ='m">   ^)  ^^  intégrant,  S^.-t^— L.X=5 

i.M,  &  5.— ]p-=i.XiVf;   &  en  fuppofànt  Iip^=i, 


on  aura  e  *    ^  =zXM  &  M=-^-j— .     Donc  Im» 
tégrale  cherchée    fera         j^      .Xdx=:ze      ^  dx=:oy 

&  en  divilant    par  a^,  ^  =0,   ou,   en  intégrant 

encore  Y  équation  ^  ^  //x=:o,  on  aura  5*.^  '^  //^ 
r=:C  confiante,     C.'j^  F*  D. 

CCCCXXX- 

Il  n  en  eft  pas  de  même  de  toutes  les   équations 

différentielles  du  troifîeme  ordre  a  une  feule  variable; 
car  il  s*en  trouve  une  infinité,  qui  n  ont  pas  toutes  les 
conditions  requifes  pour  être  réduites  au  fécond  ordre  j 
même  après  qu'on  les  a  multipliées  par  une  fonélioû 
indéterminée  de  ^,  de  forte  quon  ne  peut  trouver  le 
faveur  M  y  qui  les  rende  intégrables;  mais,  lorfqu  elles 


/ 
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auront   toutes  les  conditions  neceflaires^   on  pourra  les 

refoudre  par  la  même  méthode. 

CCGCXXXI. 

La  différentielle  générale  du  fécond  ordre   a  une 

feule  variable  x,  ou  Xdd^^^X'dx^  peut  facilement 
fe  réduire  a  la  forme  d'une  diU^rentielle  du  premier 
ordre  a  deux  variables  x  8c  /.  Car  en  fuppofant  ddx 
i=^dfj  &  p^r  confequent  dx=z/y  &  fubfti tuant  ^  on 
changera  la  propofée  en  XJ/—hX/^x,  dont  on  pour- 
ra chercher  Tintégrale  par  les  règles  que  nous  avons 
données  pour  l'intégration  des  différentielles  du  premier 
ordre  a  deux  variables;  &  en  remettant  enfui  te  dx 
pour  /  dans  cette  intégrale,  elle  deviendra  une  diffé- 
rentielle dtt  premier  ordre  a  une  feule  variable  x.  De 
même  la  différentielle  générale  du  troifieme  ordre,  qu- 

on  peut  exprimer  par  cette  formule  Xd^ x^^X'dxddx 

X'dx^    fe  réduit  a  la  forme  d'une  différentielle  du 


fécond  ordre  a  deux  variables  Xy  %^  en  ^fànt  d  x^= 
ddz;  ddx:=:zdz   &  dx=^z;  ce  qui  changera  la  pro- 

pol2e  en  Xddz^X'dxdz^X'zdx^^  &  cette  diffé* 
rendelle  du  fécond  ordre  fe  réduit  a  une  dififérentielle  du 
{>remier  ordre  a  trois  variables  Xy  Zj  Uy  en  faiiant  de 
plus  ddzz^duy  8c  dz:=:zuy  &  la  propose  deviendra 


r 
r 
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Xdu'^X%dz^X'%dz^X"%*d9i.  Il  eft  évident 
qu  on  pourra  £iire  les  mêmes  transformations  a  Tegard 
des  différentielles  a  une  feule  variable  du  4.^,  5.^)  Sec 
ordre ,  qui  pourront  toutes  fe  réduire  a  des  différentiel- 
les inférieures  a  plufieurs  variables.  Mais  nous  n'indi* 
quons  cette  méthode^  que  pour  fa  généralité,  elle  con- 
duiroit  a  des  calculs  trop  embaraflànts ,  il  vaut  mieux 
fe  iêrvir  de  la  première,  qui  eft  très-fimple*  Il  nous 
refte  a  ob/erver  que  cette  première  méthode  fournit 
immédiatement  la  différentielle  du  premier  ordre,  Ci 
cela  eft  poffible.  Mais  il  arrive  fouvent  qu'une  diffé- 
rentielle d'un  ordre  fupérieur  n'eft  pas  reduélible  a  une 
différentielle  d'un  ordre  inférieur,  &  on  le  connoîtra 
aifément  par  les  opérations  que  nous  avons  préfcrittes. 

Ainfi    la    différentielle    du    troifieme   ordre    an  d  x-^ 

^ax^dxddx'^zhx^dxddx'^itxdx^y   que  nous  a- 


vons  réduite  a  la  différentielle  ax^  ddx-^bx^dx^  y  n  eft 
pas  reduélible  a  une  différentielle  du  premier  ordre , 
puifqu  en  prenant  cette  différentielle  du  premier  ordre 
par  la  méthode  que  nous  avons  démontrée,  &  la  diffè- 
re ntiant    de  nouveau,    on  ne  retrouve  pas  la  différen- 


tielle du  fécond  ordre  â9? ddx-^hx^ dn" y  comme  il  te 
hxyàxcAt.  Nou^  allons  appliquer  cette  même  méthode 
aux  dififërentteUès  a  plufieurs  variables,  de  quelqu ordre 
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quelles  foient,    &    quelque    foit   le   nombre   des    ya« 
riables. 

eeeexxxii. 


Soit  Adu-^Bdy  la  difTérentielle  générale  du  prer- 
mîer  ordre  a  deux  variables  «f  &  >^,  dans  laquelle  A 
&  B  reprefentent  des  fondions  quelconques  de  «  &  de 
f  y  8c  Si  laquelle  on  peut  réduire  toutes  les  différentiel- 
les du  fécond  ordre  a  deux  variables,  lorfqu'elles  /ont 
reduftibles  au  premier  ordre.  Si  on  la  différentie  en 
fuppolant  dx  8c  Jf  variables,  on  aura  pour  fa  différen- 
tielle AddiQ-^dA.dii-^Bddy-^dB.dfy  &  en  fup- 
pofant  que  A\  A\  B  ^  B*  foient  encore  des  fondions 
de  X  &  de  /,  &  que  dA^zA'dx^-^A'dy^  &  dB=^ 
Bdy^^B'dxy  on  aura  la  formule   générale   Addpc^^ 

A'dx\^A''d99df^Bddf^Bd/^Bdydx  ,     ou 

Addx^A'd:o^^(A'^B')dpcdf^Bddf'-^Bd/, 
qui  fera  redu£lible  a  la  différentielle  du  premier  ordre 
Adx'^Bd/  y  quand  on  aura  les  deux  équations,  ou 
conditions  dA^A'dx^A^'d/,  &  dB=:Bdf-+B'dx, 
8c  on  trouvera  d'abord  les  deux  termes  Addx^  Bddy 
de  la  formule  générale,  en  comparant  avec  ceux  de  la 
différentielle  propofée  du  fécond  ordre,  où  fe  trouvent 
auffi  le  fécondes  différences  ddi^  &  ddy.  Lors  donc 
quon  fe  propofera  d'intégrer,  ou  de  réduire  au  premier 

ordre 


\ 
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ordre  une  différentielle  quelconque  du  fécond  ordre  a 
deux  variables  9$  &  / ,  dans  laquelle  dx  8c  J/  ont 
étés  fuppofés  variables,  on  la  comparera  terme  a  terme 

avec  la  formule  générale  Addx^^A'dx^-^{A''-^Bf)X 
dxd/'-^Bddf-^B'dj^^  ^  &  on  déterminera  d'abord 
les  valeurs  des  fonélions  A  8c  B  par  la  comparaifon 
des  termes,  où  fe  trouvent  les  fécondes  différences  ddst 
8c  dd/i  on  prendra  Adx-^Bd/  pour  l'intégrale  de 
la  propof^e  du  fécond  ordre;  cnfuite  on  différentiera 
l'intégrale  trouvée  Adx^^Bd/^  &  fi  la  différentielle 
convient  avec  la  propofée,  on  aura  ce  qu'on  cherche, 
fi  elle  ne  convient  pas,  la  propofée  ne  fera  pas  redu* 
£lible  au  premier  ordre. 

Par  exemple,    fi    la   propofée    etoit   a^yddx^-^ 

zay%dx'-^(^a7^-^lh^y^x'^dxdy^^h  x  y^ ddy^^^ 

%h  x^ydy^  ^  en  comparant  le  terme  ax'yddx  avec 
le  terme  correfpondant  Addx  de  la  formule  géné- 
rale, on  trouve  A=iax^yi  &  de  même  en  compa- 
rant le  terme  b^  x^y'^ddy  avec  le  terme  correfpondant 
Bddf  de  la  formule  générale ,  on  trouve  B  =  h  x  f 
ce  qui  donne  pour  l'intégrale  de  la  propofée  ax^j^dx 
r^b* x^y  d/  =  }îdfc-^Bd/;  &  on  trouve  icy  que  fa 
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dilférentielle   convient   avec    la   différentielle   du   fécond 

ordre     propofée,    doà    Ton    conclût    que    an^^dx-^ 

^  »y^ày   eft   la   véritable    intégrale  cherchée   du  pre- 
mier ordre. 

CCCCXXXIII. 

« 

Si  on  fuppofe  ^x  confiante  dans  la  différentielle 
générale  du  premier  ordre  Ad^-^Bày^  la  différentiel- 
le du  premier  terme  Adn^  ou  d{Ad9i)  fera  A'd»^ 
'^^A^dxdy^  en  fuppofant  que  A'dx  eft  la  différentiel- 
le de  A  prife  dans  Thypothefe  de  x  feule  variable  dans 
A;  par  confequent,  fi  on  prend  l'intégrale  du  terme 
A'dx  en  ne  faifant  varier  que  m  dans  A'^  cette  inté- 
grale fera  A.  Donc  dans  la  fuppofition  de  ^x  con- 
ftante,  la  formule  générale  de  la  différentielle  du  fé- 
cond ordre  fera  A'dx^^{A''-^B')dxdy^Bddf^ 

Bdy^y  quon  trouve  en  effaçant  dans  la  formule  de 
TArticle  précèdent  le  premier  terme  Addxy  qui  de- 
vient nul,  acaufe  de^x  confiante,  ou  àQddx:=io.  Cet* 
te  formule  fera  reduftible  a  une  différentielle  du  pre^ 
mier  ordre  Adx-^^Bdy ^  quand  on  aura  les  deux 
équations  de  condition  dA=zAd96'^A"dyy  8c  dB^=^ 

Sdy^-^B'dxy  &  alors  en  comparant  la  formule  A'dx 

'^{A''^B'')dxdf^Bddf^B'd/    avec    la   diffé- 
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rentîelle  propofée  du  fécond  ordre,  dans  laquelle  dsQ 
eft  fuppoféc  confiante,  on  trouvera  d'abord  la  valeur 
de  B  par  la  comparaifbn  du  terme  Bddf  avec  fon 
correlpondant  pris  dans  la  différentielle  propofée;  &  on 
trouvera  auffi   la  valeur  de  A'  par   la  comparaifon   du 

terme  A'd^^  avec  fon  correfpondant  pris  dans  la  diffé- 
rentielle propofée;  enfui  te  on  intégrera  le  terme  A'dM 
dans  la  fuppofition  de  x  feule  variable  &  l'intégrale  fe- 
ra A.  Donc  en  fubfli tuant  les  deux  valeurs  de  A  8c 
de  B  dans  la  formule  Adx^^Bd/j  on  aura  l'intégra- 
le, ou  la  réduite  de  la  différentielle  propofée  du  fécond 
ordre,  a  laquelle  on  ajoutera  une  confiante  indétermi- 
née Cdxy  quon  déterminera  enfuite  par  t'etat  de  la 
queflion  fuivant  la  règle.  Enfin  pour  s'afsûrer  que 
rintégrale  trouvée  cfl  exafte,  on  en  prendra  la  diffé- 
rentielle, &  on  la  comparera  avec  la  propofée  du  fé- 
cond ordre.  Si  elles  conviennent,  on  aura  ce  qu'on 
cherchoit;  fi  elles  ne  conviennent  point,  la  propofée  ne 
fera  pas  redu£tible  au  premier  ordre. 

Exemple.     Soît  propofée  la  différentielle  du  fe- 
cond  ordre   zayxJit  —^(aM*-^^b  «  ;'  )dxdf-^h  X 


K^jf*dd/'-¥'iB  M^/d/*,  dans  laquelle  du  eH  conftaa- 
te.  En  la  comparant  avec  la  formule  générale,  oa 
trouve  d'abord  Bddy:=b*  k^ /dd/;   par   confequent 
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JB=:^*^'/*.  On  trouve  enfuite  A'dx^zzziayxdx^  ; 
par  confequent  A\=z2afXyA'dx=z2a/xdxj  &  en 
intégrant  la/xdxy  en  ne  faifànt  varier  que  x^  on  aura 

rintégrale  a/  x^  =::  A*  Donc  la  propofée  du  fécond  or- 
dre   fe    réduit    a    la    différentielle    du    premier    ordre 

ayx^dx-^b^  x^^^dy^-^Cdxy  &  cette  réduite  eft  exa- 
Ae,  puifque  fa  différentielle  efl  la  même  que  la  pro- 
pofée. 

ceecxxxiv. 

Il  peut  arriver  que  dans  la  différentielle  propofée 
clu  fécond  ordre  il  manque  quelque  terme  de  ceux  qui 
fe  trouvent  dans  la  formule  générale,  &  que  neant- 
moins  cette  différentielle  fbit  reduélible  au  premier  or- 
dre ;   par  exemple ,   fi   la    propofée    etoit    layxdx^ ^^ 

{ax^'^lbx^)dxdy-^bx^ ddy  y  dans  laquelle  dx  efl 
confiante,  &  qui  n'a  point  de  terme  correfpondant  au 
terme  Bdy^    de   la   formule   générale,   on    trouveroit 

S=z  OyB=zbx^  y  &  A'z^zzayx^  par  confequent  Ad  x 
=:2afxdx;  &  en  intégrant  ce  terme  dans  la  fuppofî- 

tion  de  x  feule  variable,  on  auroit  A=:afx^.  Donc 
l'intégrale  cherchée,   ou  la  réduite  du  premier  ordre  fe- 

roit  ayx^dx-^bx^dy-^Cdxy  qui  efl  encore  exafte, 
puifque  fà  différentielle  efl  la  même  que  la  propofée* 


Z' 
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CGCCXXXV^ 

On  trouvera  par  la  même  méthode  les  formules 
générales,  &  les  équations  de  condition,  pour  réduire 
les  différentielles  du  troifieme  ordre  a  deux  variables , 
aux  différentielles  du  fécond  ordre,  les  différentielles  du 
quatrième  ordre  a  celles  du  troifieme,  &  ainii  de  fui- 
te, lorfqu  elles  font  reduftibles,  &  pour  connoître  lorf- 
qu  elles  font reduftibles ,  foit  quelles  renferment  dçs  dif- 
férences confiantes,  ou  que  ces  différences  foient  toutes 
variables,  il  ny  aura  d'^autres  difficultés,  que  celles  qui 
viennent  de  la  longueur  inévitable  des  calculs. 

Car  foit  ^d^^^^^Adxdf^Bddf^Bdj^^  ladif- 
férentielle  générale  du  fécond  ordre  a  deux  variables 
«  &^,  dans  laquelle  ^«  efl  fuppofée  confiante,  A^A\ 
B,  JS"  des  fondions  de  x,  de  /,  &  de  confiantes.  En 
la  différentiant   terme   par   terme,   on    trouve   que    fa 

différentielle  du  troifieme  ordre   efl  dAdx^-^A'dxddy 

-^dA'dxdy^Bd^y'+dBddf-^iB'dyddy^dBd/. 
Or  puifque  A^A\By  B  font  des fonflions  de  «  &  de /, 
on    aura  les  équations   fui  van  tes  d  A=zA"  d  x--^  A"'  d/  j 

en    fuppofant^"=^4T^,  &  A''=^   Cefl  a  dire 

que  A"  fera  une  fonélion  de  x  &  de  /,  &  de  confian- 
tes, quon  trouve  en  différentiant  la  fonélion  A  y  dans 
la  fuppofitioa  de  x  feule  variable,  &  de  /  confiante,  & 


238         Elemens  du  Calcul  Intégral 

que  A"'  fera  aufli  une  fonftîon  de  x,  de  /,  &  de  con- 
ftantes ,  qu  on  trouve  en  différentiant  la  fonftion  A  dans 
la  fuppofition  de  /  feule  variable ,  &  de  x  confiante . 

dA':=A'Ux^A''df,  en  fuppofant  ^'"=^fi,  &^^z=C££2 

dB=zI('dy  -^-ETàM^  enfuppo&nt    B*'=^,  &  B'^z^ 

dB=zB''Jf^B''Jxy  enfuppofant  B*^=^p,  &  B"=^fi 
Si  on  fubftitue  ces  valeurs  dans  la  différentielle  généra- 
le du  troifîeme  ordre  dAdx^-k-A'duddy-^'CJ'c.   que 
nous  avons  trouvée  cy-defllis,  elle  deviendra  A''dx^ 


A'dyd^^A'dnddy-^A^^dydn^-^A^dxd/  -t 
Bd^y-¥B''dyddf^B'dxddy^iBdyddy^B'''x 


d/^É'd»d/=^A''d^-^{A"^A'\)dydx'-^{A' 
'-^B'')dnddy'^{A^^B')dxd/'¥Bd^y^{zB' 

''¥Bl')dy  ddy.'^B^'^ dy  \  formule  que  nous  defîgnerons 
par  (X). 

Lors  donc  qu^on  voudra  intégrer,  ou  réduire  au 
lècond  ordre  une  différentielle  quelconque  du  troifîeme 
ordre,  a  deux  variables  »  &  /,  dans  laquelle  du  foit 
confiante,  on  la  comparera  avec  la  fi>rmule  générale 
(X) ,  &  on  déterminera  d'abord  les  valeurs  de  A" y  de 

B,  &  de  B*^  par  la  comparaifon  des  termes  A"dii^  ^ 


f 
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Bd  y^  B  4 y  ^^^  1^^  termes  correlpondans  pris  dans 
la  difTérentielle  propofée.  Enfuite  on  trouvera  la  va- 
leur de  A  par  Tequation   ^^^    '==^^\   <iui  donne  à  A 

zzzA'dn^  &  A=::.S.A'dxy  en  prenant  cette  înt^ale 
dans  la  fuppofition  de  n  feule  variable ,  (Se  de  /  con- 
fiante dans  la  fonftion  A" .    Après  cela  on  trouvera  la 

valeur  A'"  par  lequatîon  ^'"=-^ji.  De  Ik,  &  de 
Tcquation  entre  le  terme  de  la  formule  générale  {A'^ 
^^A^'')dydk^  ^  &  le  terme  correfpondant  de  la  diffé- 
rentielle propofée,  on  tirera  la  valeur  de  -^*^,  On  ti- 
rera  la  valeur  de  BT  par  Tequation  -^j-r=jB"';  &  de 

Ik,  &  de  Tequation  entre  le  terme  (A'^B")dxdd/y 
&  le  terme  correfpondant  de  la  propofée ,  on  tirera  la  valeur 
de  A.  Pour  trouver  celle  de  B  on  cherchera  d'abord 
h  valeur  de  B'  par  Tequation  B —  \iy    »   enfuite  on 

fe  fervira  de  Tequation  entre  le  terme  (2jB'-4-B")X 
dyddjfy  j8c  le  terme  correfpondant  de  la  propofée,  pour 
déterminer  la  valeur  de  2B',  &:  par  confequent  celle 
de  B.  Après  ces  opérations  on  aura  les  valeurs  de  A  y 
àc  A'  y  ^e  By   Se  ^t  By  quon  fuhftitucra  dans  la  dit 

férentieUe  générale   du  fecond  ordre  Adn'^^A'indy 
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Bddy'-^Edy^*^  &  on  aura  Tintégrale  ou  la  réduite 
cherchée,  dont  on  s'afsûrera  en  prenant  fa  difTérentielle 
&  en  comparant  cette  difierentielle  avec  la  propofee  ; 
Si  elles  conviennent,   on  aura  Tintégrale  cherchée,   en 

y  ajoutant  la  confiante  indéterminée  Cdn^  ^  Ç\  elles  ne 
convennient  pas,  la  propofee  ne  fera  pas  redu£liUe  au 
fécond  ordre. 

Exemple.     Soit  propofee  la  différentielle  du  troi- 

fieme  ordre    aydx  ''^andydn''^\'{hy^^zcx)dxddif 

^^{h-^f)dxdy^--¥cx' d  y-^zff^dyddy^  dans  laquel- 
le ^i(  efl  confiante.   En  la  comparant   avec  la  formule 

générale  (X),  on  trouvera  d  abord  A"'=zay^  B=zcx^  y 

&  B**=o.  Enfuite  ^=5'.^V«=^/«,^"=^y^  = 

4t)i;a3i'-*'Â    =:Am:  donc  ui    =0;  B  =i-jj-  = 


if«»;^'-+2c«=^/— 4-2c«,  donc  A' =lf/;B'' 


%exdx  _ 
dx      " 

=  <^=:a;  iS^BT^zB^izzfxiB^fn,  On  aura 

donc  A=zafMj  jf=b/y  B=:cm*^  8^B'=z/xy  &  en 
fubflituant  ces  valeurs  dans  la  difiïrentielle  générale  du 

fécond  ordre ,  elle  devient  aynài^-¥byà»dy-\'C«!^ ddy 

^^fndf^-^Cd»*  ,  en  ajoutant  la  conftante  Cdx*  ;   8c 
en  la  différeatiant,  on  retrouve  exaflement  la  propofee. 

CGCCXXXVL 
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CCGGXXXVI. 

On  trouve  par  la  même  ractiiode:  les  formules  gé- 
nérales )  &  les  equatîoDs;  de  condition:  pour  réduire  les 
différentielles  a  ^y  4y  Sr  &^  variables:  d'un  ordre 
iîjpérieur  aux  différentielles:  d'un*  ordre  inférieur  d'un: 
dfegré^  lorfq^u'elles*  font  redùélibles^  &  pour  connoitre 
i|aand:  elles,  font  irred:u£libres^*. 

Car  foir  ^/«.-f-S^/-+C/«  la  différentielle  gé- 
nérale du  premier  ordre  a  trois  variables^  Xy/^Zy  âàus: 
laquelle:  AyByC  font  des.  fonSFons^^  quelconques  de 
ces:  variables  &  de  confiantes..  £n  la  difféirentrant  oa 
trouve-  la:  formule*  générale  des  différentielles  du  féconde 
ordre  a  troiis,  \zndfblts  Addx^^dAd'K^^Bdd'f  ^-^dB  dy 
^-¥rC dd z-^dC d z y  en-  fûppofint  que  les:  trois  différen- 
ces dxydy  yd%  font  variables^  Nous;  dèfijgnerons:  cette 
formule^  par.  (//),,  &.  nous;  formerons*  les.  équations; 
fui  van  tes; 

iA^jS^d'xr^A'df^A''d'Zytwru^^^^ 

iBzzBJx,^B'Iy^E:'d'z  y  ea  fûppofint  B=i^'  ;  5^=^'  ;>B"=^^ 

(d c y\  ^r ( w CJ .  ^ {dC 

dz 


xc^Cdf^C'd'z,.^n  rdppofintC==-^Vr=^;.  (T' 


Si'  oui  fubftitue*  dans  la   formule:  (H)   les:  valeurs   de 
dAy  dei/B,.  &  de  dCy  que»  donnent:  ces;  équations, 

cette?  iormule  deviendra:  Addx-'^A' d^^  -'^A^djfd)^ 
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Cdd%^Cdxd%-^Cdyd%^C"'d%^=zAdd99^Adx^ 
^{A'^B)d:idy^{A''^C)d9cd%^Bddy'^B'dy* 

^{B"'-^Cr)dfdz^Cddz^C'dz^  ,     formule      que 
nous  defignerons  par  (iC). 

Lors  donc   qu  on   fe   propofera  de  réduire   au    pre- 
mier ordre  une  différentielle   quelconque   du   fécond    or- 
dre  a    trois   variables  «,/>  Zy  dans  laquelle   les    trois 
différences  dx^  dy^   d%    feront   aufli  variables,    on    la 
comparera  avec  la  formule   générale  (iC),   &   on  déter- 
minera d'abord  les   valeurs  de  -/f,  de  B,  8c  de  C;    cel- 
le de  A  en  égalant  Addic  au  terme   correfpondaat    de 
la  différentielle  propofée,  celle  de  B   en  égalant    Bddy 
au  terme  correfpondant    de  la  propof^e,    &    celle  de  C 
en  égalant  Cddz  au  terme  correfpondant  de   la    propo- 
fée,   Enfuite  on   fubflituera   ces  valeurs   au   lieu  de  A^ 
By  C  dans  la  formule  générale  du  premier   ordre   Ad  m 
-^Bdy-^Cdzj    qui   fera  l'intégrale   cherchée,   lorfque 
la  différentielle  propofée  du  fécond  ordre  fera    reduftible 
au  premier  ordre;  &   on   s'en   afsûrera   en   diflférentiant 
cette  intégrale,   &   en   comparant  fà   différentielle  avec 
la  propofée. 

Si  on  fuppofe  que  Tune  des  trois  différences  pre- 
mières dxy  dfjdz  foit  confiante,  on  effacera  dans  la 
formule  (K),  le  terme  où  fe  trouve  la  féconde  différen- 
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ce  de  la  variable,   dont  la  première   différence   efl  fup-^ 
pofée  confiante.   Ainfi  fi   on  fuppofe  ^/x   confiante,   on 
effacera  dans  la  formule  (-K)  le  terme  Addic^  qui  de- 
vient nul  a  caufe  de  ddx=zoj  &  le  refle  fera  la  formu- 
le générale  convenable  a  la  fuppofition  de  dx  confiante. 
Exemple.   Soit   propofée  la   différentielle   du  fé- 
cond ordre  a  trois  variables  avec  leurs  premières    diffé- 
rences aufïî  variables  asc^  f^ddx-^^ ay^  9^ dx^-^{%a *^ 
^'^b%^)dxdf'-^bx%^ddf''^ib96%dyd%^  Onaura par 
les  comparaifons  préfcrittes  Add9C=zax^ f^ddxj  Bddy 
:=zzbx%^ddy  y  8c  C=:a,    doù    l'on    tire    A=za9c^/^y 
B-^bxT^y  &  C=io;   par   confequent   Fintégrale   fera 

ûx  ji^^^bxx^df  y  qui  eft  exa£le,   puifquen   la  diffc- 
rentiant  on  retrouve  la  différentielle  propofée* 

CCCCXXXVIL 
Ces  exemples  fuffifeut  pour  faire  comprendre 
la  généralité  de  la  méthode,  &  il  feroit  trop  long 
d'entrer  dans  de  plus  grands  détails.  Nous  ajouterons 
icy  un  mot  fur  une  autre  méthode  également  généra- 
le, que  nous  avons  indiquée  en  parlant  des  différentiel- 
les d^ordres  fupérieurs  a  une  feule  variable.  Ceft  d'in- 
troduire dans  la  différentielle  propofée  d'un  ordre  fupé- 
rienr  de  nouvelles  variables,  avec  leurs  différences 
moins  hautes  de  Tunité,  que  ks  plus  hautes  différences 
de    chaque   variable  dans   la    propofée;  enforte,    par 


/ 
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iexemple^  que,  fi  la  plus  liaute  différence  de  h  dans  fat 

différentielle   propofée   eft  d  m  y  on  fuppofe  d  x^zddx^ 
par   confequent  Jdx^zrdz;    fi  la  plus   haute  différence 
de  /  dans  la  propofée  ^ft  dd;^^  on  fuppofe  ddf=:dui 
par  confequent  dy=zuy  &  aînfi  des  autres  xlifférences. 
On  fubfEtue  «nfuite  dans  la  propofée  \q^  valeun  trouvées 
d'une   manière    convenable   pour  diminuer    d'un  degré 
Tordre  de  cette  différentielle,  &  on  cherche  après  cela 
rintégrale   de  la  différentielle  propofée  Tcduîte  a  la  for- 
me d'une  différentielle  d'un   ordre  inféiiem:  d'un  degré 
par  Us  règles  qui  font  propres  a  cet  ordre* 


Soit,  par  exemple,  Adn^^^^A'dxdy^^Bddy 

Bdy^  k  différentielle  générale  du  (ècond  ordre  a  deux 
variables  ^  &  /,  dans  laquelle  on  fuppofe  du  confian- 
te. En  faifant  dx=:=zc^  confiante,  £c  ddy'=zduy  par 
confequent  dy^^u^  cm  la  réduira  a  la  forme  d'une  dif- 
férentielle du  premier  ordre  a  trois  variables  ^  ^  /  ^  t*^ 
&  elle  deviendra,  en  fubflituant,  Acdn^^A'cdy  ou 
(A'udx)^^Bdu-^Bud/y  dont  on  cherchera  l'inté- 
grale par  les  règles  quon  a  données  pour  intégrer  les 
différentielles  du  premier  ordre  a  trois  variables  ;  & 
quand  on  aura  trouvé  cette  intégrale,  on  y  remettra 
dit  au  lieu  de  r,  &  dy  au  lieu  de  n,  &  on  aura  une 
différentielle  du  premier  ordre  a  deux  variables  ^  8c  yy 
pour  l'intégrale  ou  la  réduite  -  de  la.  propofée  du  fécond 

ordre. 
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Nous   allons  pàffer  maitrtefiant  a  rappUcatioii  de. 
nôtre  preimere  méthode  générale   aux  mêmes  différen- 
xidles  mifes  en  équations^  c  efl:  a  dlre^  égalées  a  zero« 

ccccxxxvni 

On  voit  bien  d'abord  que^  fi  ces  différentielles 
l^rifes  abfolttment  &  ians  être  égalées  a  zero^  font  in*' 
tégrables,  ou  reduSibles  a  un  ordre  inférieur^  on  trou- 
vera leurs  intégrales  par  les  règles  que  nous  avons  don- 
nées^ Se  que  ces  intégrales  égalées  a  zero^  ou  a  une 
confiante  de  leur  ordre  feront  les  Intégrales  des  equa-^ 
tions  propol^es.  Mais  fi  ces  mêmes  différentielles  ne 
font  pas  réductibles  a  un  ordre  inférieur  dans  Tetat  où 
elles  font,  il  n'en  faut  pas  conclure  quelles  foient  irr^ 
du£llbles  fous  la  forme  d'équations;  car  11  pourroi t.  ar- 
river quen  les  multipUant  par  xm  faiseur  commun^ 
elles  devinffent  reduâibles^  comme  nous  l'avons  déjà 
éprouvé  dans  les  équations  différentielles  du  premier  or- 
Jre  (Chap.  I.  Part.  IL).  Lors  donc  quon  a  trouvé 
par  les  règles  précédentes,  que  la  quantité  différentiel- 
le, qui  eft  égale  a  zéro  dans  Tequaiion  propofée,  tfeft 
pas  exafte  dans  fetat  où  elle  eft^  il  ïaudra  la  multi- 
plier par  un  faCVeur  indéterminé,  quon  fuppofera  com- 
pofé,  comme  il  fera  convenable,  de  variables  &  de 
conftan tes;  &  enfuite  on  déterminera  ce  fa£leur,  lorf- 
qu  il  fera  poffible ,  par  les  équations  auxquelles  il  devra 
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iatisÊiîre.    Ccft   ce  que  nous  allons  expliquer  plus  en 
détail  • 

cceexxxix. 


Suppofé    que   Eddx^+F âx^ '+GâMày'^Hddf 

Kdf^=zo  Ibit  Tequation  différentielle  quelconque 
du  fécond  ordre ,  qu^on  fè  propofe  de  réduire  au  pre* 
mîer  ordre  ,  &  que  Ey  F^  Gy  Hj  K  fbient  des 
fonctions  des  deux  variables  ^  y  y  y  &  de  confîantes^  avec 
les  premières  différences  d»  8q  dy  variables*  On  cher- 
chera d  abord  par  les  règles  précédentes,  fî  cette  diffé- 
rentielle prifè  abfblument  &  dans  Fetat  où  elle  efl, 
peut  fe  réduire  au  premier  ordre,  8c  lorfqu^on  aura 
trouvé  quelle  n^efl  pas  reduftible  en  cet  état,  on  la 
multipliera  par  un  fiifteur  indéterminé  M,  qu  on  fuppo-: 
fera  être  une  fonélîon  quelconque  des  variables  * ,  / , 
&   de   confiantes,  &   on   la    changera   dans   Tequation 

MEddx^MFdiÊ^^MGdxdy^MHddy^ 

MKdy^:=i9 y  quon  regardera  comme  une  équation 
reduétible  au  premier  ordre.  On  la  comparera  dans 
cette   fuppofition   avec  la   formule  générale   Addx-^ 

^dx^^(A'^B')dxdy^Bddy^Bdy\  qui  efl 
reduélibte  a  ta  différentielle   du  premier  ordre   Adx-^ 

Bdyy  lorlquon  a  les   quatre   équations    ^=-^^  > 
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^=1^,  «-=^4^,  &  e=i^.  Car  les  deux 

autres  équations  dA=.A'dx'-¥A"ày^  &</B  =  F<//h- 
'B'ànt  ne  font  que  des  coDfequences  neceflàires  des  qua- 
tre premières .  Cette  comparaifon  donnera  les  cinq 
équations  fuivantes  ^=M£,  A'=zMFy  ^'-4- 5*= 
MG^  B=zMHy  B=MKy  d'où  Ton  tirera  l'équation 

MF^'^^^:^,  au   Heu   de  l'équation   ^'=1^11; 


TequatioQ    MK  =  ^    ^^^  ,   au    lieu   de  B'=:  ^^ 


/    * 


-«  —- -TT—     ^,      ^  -fi  —-77-—      j,      >  *  Ae- 

TiiTz-i         (J.MB)      .    (</.MH)  ,.         j      „ 

quanon  ■flfG=  .  -¥^  ^^  ,  au  lieu  de  1  équa- 
tion MG=:A''-^B',  On  aura  donc  les  trois  équations 
fuivantes 

,         31,- (J.ME) M(JE)      ,    EU  M) 

</x  dx  dx 

II      Jf  j:—  (^'^«)  —  M{dH)      ^    HjdM)  ^ 

dy  dy  dy 

ni'  MCz=L^^'^^^  I  (^-^^)— ;V^f^^) 

i^jr  ^X  i^jr 


1^/  <^*  ^* 

On    trouve   par    la  première    de    ces    trois    équations 
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-I  .  i^i  fubmtu»t  «.  vafeua  d.  ^^  Je  ae  i^ 
dans,  la:  troifiéme:  e^uatîoa,.  &:  divifant  par  M,,  qui  fe 
trouve:  dinsi  tous.  fés.  termes ,,  elle;  devient  G'— :=:  ^  — 


Qonditîoa  que  doit  donner  k:  propoféé>  pour*  quooi 
çuiife  la  rendre  redùftible  au,  pjnemier  orcfre,,  en:  la:  mul- 
tipliant par  M..  Si  la  propofée:  ne*  donne  point  cette; 
équation;  det.^  condition,  y  il  faudra,  l'abandonner  com- 
me irredli£liblé  ;;  mais,  fi-  elle  donne:  cette  équation ,  on 
prendra,  pour*  le,  fa£leur  M.  une:  fonftiba  générale  des; 
variables;  «.&:/,,  &:  de  confiantes  indfettrmih&s ,  &  om 
ch^rchera^  enfuite  a:  déterminer  le:  tout  au.  moyen   des; 

deux:  equauons,  AfF=s  ■  ^^^.   ""*^*j  y    >  &-  AriC=; 

— T^T^^^* — ^ — ^  >»  auxquelles,  le    faftéur   M:  doit  fà- 

tiifaire.. 

l^EMPLE ..  Soit  propoftè'  Tèquationî  d'u:  fécond  or- 
dre* a  ^y  ddnj'^^ryay  H.d  !!?*-+*(  ia  n^^^-z^by^  )d^dy  -+• 


tMy^ddy^j^hxy^dy^'=:o..  Si  on! comparer  la:  quantité: 
différentielle-  dé  cette*  équation;  avec  la;  formule:  généra- 
le- Add'x.^A'dx^-^Af -t. JT) dndy^h^d dy^B'by^  ,. 

<au  trouverai  Az=:ax^yy,Bz=^My^^S^AJk^i^Bdy:=: 

S9ityd» 


IL  Partie.    C»ap.  V»  24^ 

ii^ yâ%^^hxy^ ây.  Mak ea différent iant  cette  quantité, 
on  trouve  que  (a  différentieileiix*/^^;ip— l-2  4/«i/«*— h 

{^a9^ -^by^ )dxdy'+h xy^ ddy^^-^b x/* dy^ ne  convient 
pas  avec  la  propofée;  d'oà  Ton  conclut  que  la  quantité 

4/  x^y  dx^^b^y^ dy  n'eft  pas  Fintégrale  quon  cherche,  H 
faut  donc  voir  fi  on  pourra  trouver  un  faéleurjAf ,  fon*- 
éîioa  de  X  &  de  / 5  qui,,  en  multipliant  la  propofée,  la 
rende  intégrable»    Pour  cela  on   comparera  la   propofée 

avec   la   formule   générale  Ed dx-^Fd k^ -+  GJxdy -^ 

Hddy-hKdy^^  &  on  aura  les  valeurs  fui  vantes  E=z 


a  x^yy  F=  j  ^y^y  G  =  zax^-^z  by^ ,  H=z b  xy^\  K  = 
^bxy^y  &{ubftituant  ces  valeurs  dans  Fequation;  de  con- 

j.  •         _        BK       EjdH)        (JE)        (dH)     ^FH        H   {JE) 

ditionG— TT 57; — ^TT'^^^ —  '^ r-'7r> 

on    troave  2/Jx  — ir»z«^/''=: ; — ; —  ,  . 

'     2         ^    X  XMyx%bxy^         bxy^  _     %  • 

a^^^by^^^^  ^    \ — ^ T".  zaxyzizj^ax  -^lax^ 

Axy  ax y 

ax^-^by^-^lby^ — ^by^=2^ax^''^^by^  .      Donc 
F  équation  de  condition  a  lieu;   &  on    cherchera  le  far 

^eur  M  au  moyen  des  deux  équations  MF  ==:  ^5^; — , 
&Mii:==;i— ^j--i,^ou3^/atfM^= — jj y8c4.bxy  Az=; 

a 
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(ci.txy^M)^  Suppofons  M=.tVj  les  expolàns  m  Se  n 
étant  indéterminés,  on  doit  donc  avoir  hs  deux  cqua* 
tions    lay        x         =:- jj^ ^  =  (iw-i-2)X 


^r-^y-^s  &4^^""^y"^'^^^'*'T'^'"'^ 


(»-+3)*x^"*V  ;  ^*ûîi  Ion  tire  m-^2  =  3,  & 
«-+3=4;  par  confequent  w=:i5  &  »  =  i.  Le  faéleur 
Jkf  fera  donc  Xf  y  Bc  en  effet  ii  Ton  multiplie  Tequation 

propofée  par  x/,  elle  devient  ax^ y^ àdx-^iay^ x  àn^ 
'-^{%ax^y'^lbny^)dxdf^^bx^y^ddy'^j^bx^y^dy^ 
=0,  &  fon  intégrale  exafle  eft  ax^ y'^ d x-^b x^ y^ d y 

CCCGXL. 

Nous  ne  poufferons  pas  plus  loin  l'application  de 
cette  première  méthode.  On  comprend  ûcilement  par 
ce  que  nous  avons  dit  fur  les  différentielles  du  troifieme 
ordre  &  des  fupérieurs  a  2,  3,  &c.  variables,  &  par 
les  Articles  precedens,  comment  on  peut  s'en  fervir 
pour  les  équations  a  2 ,  3 ,  &c  variables  des  ordres 
plus  élevés  que  le  fécond.  Toute  la  difficulté  confifte 
dans  la  longueur  des  calculs,  qui  efl  inévitable,  lorf^uV 


x 
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il  s'agît  des  équations  différentielles  du  j.^ ,  4.^  ^  &c. 
ordre  y  &  furtout  lorfqu^elles  contiennent  plus  de  deux 
variables.  Il  n'eft  pas  même  neceflaire  que  nous  trai- 
tions ic7  des  équations;  différentielles  ^  dans  lefquelles 
oa  fûppofe  une  première  différence^  comme  dxy  con- 
fFante,  car  nous,  allons  donder  une  méthode  générale 
pour  rendre  variables  toutes^  les  premières  différences 
dins  toutes  les  équations  différerïtielles y  où  Ion  en  aura 
ûippoCé  une  confiante^  &  réciproquement  nous  donne- 
rons la  méthode  de  rendre  a  volonté  une  des  deux  dif- 
férences, confiante^  &  enfin  nous  expliquerons  par  d'au- 
tres méthodes  la  manière  d'intégrer  les  équations  diffé- 
rentielles d'un  ordre  fupérieur^  dans  lefquelles  on  fup- 
pofè  une  première  différence  confiante..  Au  refle  on 
voit  par  tout  ce  que  nous  avons  déjà  dit  (  Article 
ccccxxxvil.),  qu'en  mettant  dans  l'équation  du  fé- 
cond ordre  a  deux:  variables  une  confiante  au  lieu  de 
la  différence  première  qu'on  a.  fuppofé  confiante ,.  par 
exenaple  5^.  c  au  lieu  de  dx  y  &  une  variable  u  pour  la 
première  différence  d/  de  l'autre^  variable  y  on  réduit 
cette  équation  du  fécond!  ordre  a  la  forme  d'une  équa- 
tion du  premier  ordre-  a  trois  variables  ^  qu'on  traitera 
con^me*  telle  par  les  méthodes,»  que  nous  avons  expli- 
q^uées  fort  au-  long  dans  le  Chapitre  L.  de  la  féconde 
Partie;,  &.  on  pourra,  réduirez  de  même  les  équations 
différentielles  du  troifieme  ordre  a  la  forme  de  celles 
du.  fécond,  ordre ,,  &  ainfi  des^  autres .. 
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CCGCXLL 


Soit  Adx'^^Bdxdy-^Cdy^'^Ddày'^zo  une 
équation  différentielle  a  deux  variables,  &  du  fécond 
ordre,  dans  laquelle  la  première  différence  ^x  eft  fup- 
pofée  confiante,  on  la  ramènera  aifément  a  une  diffé- 
rentielle,  qui  ne  renfermera  aucune  différence  confiante. 

On    divifera   cette   équation    par  dx^  pour   avoir 

caufe  de  ^x  fuppofée  confiante,  on  peut  écrire  ■  '  j^  ^ ■ 
a  la  place  de  ■  ^y'^i  ^aîs  fi  Ton  veut  que  dx  foit 
variable,  on  aura  alors  en  différentiant  dÇ^^=z 

"^"^  ^ — ^,  &  par  confequent  Tequation  fe  change 

en  celle-cy  Adx^^Bdf-^—jj — hD(^ — ^ j^ 

qui  na  aucune  différence  confiante.  L'opération  feroit 
la  même  pour   les  différentielles   des  ordres    fupérieurs. 

Soit  la  différentielle  du  troifieme  ordre  Adx  -^Bdx^dy-^ 
Cdf^dx^Dd/'-^Edxdd}^'^Fd)^ddf^Gd^j<:^o^ 
dans  laquelle   dx    efl  toujours   fuppofée   confiante.     On 

aura,   en  diviiànt    par  </* %    Adu-^Bdy-K — -^^    -*' 
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-_ 1— -p- H—-- K-^-p=:o,  que  Ion  pourra 

aufli  écrire  ainfi  A d m "¥ B d y ~^"—r^ — ^..BdI — l. 

dans  laquelle  équation  on  fera  tout  varier  dans  les  dif- 
férentiations  indiquées  par  la  lettre  d;  on  aura  alors 
une  équation  a  dificrences  troifiemes  fans  aucune  con* 
liante .  Il  eft  évident  qu'on  pourroit  de  la  même 
inaniejre  faire  varier  dxy  &  rendre  d/  confiante. 
Car    dans    Tequation    différentielle    précédente    du    fe« 

cond     ordre     Adx^Bdy^^^  ^D.d(^)zzzo , 

en  pourra  dififérentier  ^(77)  en  fuppofant  dpç  variable, 

&  dy  confiante.  On  feroit  la  même  chofe  dans  Te- 
quation  différentielle  du  troifieme  ordre,  en  faifant  va- 
rier dxy  8c  rendant  d/  confiante  dans  tous  les  termes 
affe£lés  du  fîgne  de  différentiatîon .  Cette  transforma- 
tion efl  utile  dans  bien  des  cas,  car  il  arrive  fouvent 
que  le  choix  de  la  différentielle,  qu'on  fuppofè  confian- 
te, Éicilite  beaucoup  l'intégration  comme  nous  le  ver- 
rons dans  la  fuite. 

CCCCXLII. 

On  peut   faire   les  transformations  précédentes   par 
le  moyen  de  quelques  fubflitutions ,   qui  peuvent   fou- 
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vent  être  d'un  grand  ufage.     Soient  x,  y  les  deux  va- 
riables,  ou  introduit   une   nouvelle  variable  p,   en  fai- 
fant  pdx.'==^dy^  on  fait  de  plus  qdx.=zdpy  rdK=^dqy 

ou  P  =  ^y  ^  =  li;:r  ^  =  77 >^  ^^-Z  ^*  "a^t  conftan- 
tc.^  Si  oa  veut  maintenant  rendra  variables,  dxy  &  dfy 

oa  aura,  ea  difFérentiant  dp=:^— — ^~  ^ — ^,.  &  par 

/• dxddy  —  dyddx       q       t 

confe^uent  ^=:. ^ — j ,  Se  aqz=z. 

dx 

fuite  *    Soit ,,   par   exemple  ,,   l'expreflioa   différentielle; 

"■  J-y,  dans,  laquellei  dK  eft.  fuppofea.  confiante.   Ea  fai- 

(ant  pdx.^zdfy  dp=^qdxy  elle-  fe  change  en  qx] 
mais,  cette  (][uantite  laquelle  en  apparence  ne:  renferme 
aucune,  différentielle,,  ea  fubiliiuant.  la  valeur   de  ^=. 

dxddy  —  dyddx  «   •      xdxddy — xdyddx  •    <» 

'      ,   ■ ,    devient  ,  ^ — ^^ ,,  qui    na: 

i^x^  dxf 

plus  aucune  différentielle  confiante  •. 

De.  méma   fl  oa  a  voit   la,  différentielle:  -^77^^ 

dans,  laquelle  on.  fuppofe  d/  confiante,  on  feroit  d/=^ 
pdxy   dp=zqdxy   rexpreffion.  précédente  fe,  changera. 

eu  cette:  autre.  — f  d-Hfif)  ^  g^  fubflituant  a  la  place  de; 
p>  &.  de  2  leurs,  valeurs  ,^  oa  aura,  la,  différeatielk  fans. 
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confiantes  j/^j/^^jjj-    J^  arrive  aflez  fouvent  dans 
la    folutîon    des    Problèmes    quon    fuppofe  ydx^    & 


«*-4-i^/*   confiantes.    On  changeroît  de  la  même 
façon  ces  différentielles  en  d'autres  expreffions  fans  diffé- 

Tentielles  confiantes.  Soit  la  différentielle  iiiii^lifi 
^ns  laquelle  on  fuppofe  ydx  confiante ,   on  aura   par 
la  fubflîtutîon  — i — ^'^^^  laquelle,  en  ne  fuppo- 
lant   aucune    différentielle   confiante ,    devient   —  i 


f  xdxJJy'^^xdyddx\ 
\  dt'dy  ) 


j^dx 

xdxdy^-'^ydx'^dj^^yxdxddy'^yxdyddx        £q{Jjj     Çq\^ 

ydx^dy 

*J^  ^   ,   dans  laquelle    on  fuppofe   confiante 


i^dx^'-^Jj^  ^   en  faifant,   comme   cy-devant,   df=z 
pdxy  &  4p'=zqdx^  la  différentielle   fe  réduit   a  cette 

forme  I-Li££i-.^   &  en  fubflituant  7J  a  la  place  de 

^      o      dxddy'-^dyddx         «         t  \ 

p^  « ^Tî    ^      P ^^^  "^  ^  )  ^^  ^^^^ 


>M 


(J**H.V) 


-,  expreffion  qui  ne  renferme  plus  au- 

dx^ddy  —  dxdyddx^         ri  r 

cune  différentielle  confiante.     Il  efl  évident  que,  fi  oa 
voulolt  au  contraire  transformer   une  différentielle  d'un 


À 
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ordre  fupérieur  quelconque ,  dans  laquelle  on  n'auroîc 
fuppofé  aucune  difTérentielle  confiante  ,  en  une  autre , 
dans  laquelle  on  regarderoit  comme  confiante  quelque 
différentielle,   il  ne  faudroit  que  AippoTer  cette  différea- 

tîelte  égale  a  zéro,   par  exemple,   ddx:=:oy   if  k^z 


o^ 


ou  ddj^'=:o^  d  j^zzzoj  Ô*r,  De  même,  fî  on  avoît 
une  dififérentielle  ^  dans  laquelle  on  aiiroit  fuppoi^  une 
des  différentielles  conftante,  on  pourroit  Ja  réduire  a 
une  autre  expreflion ,  dans  laquelle  on  fuppoferoit  1  au- 
tre- différentielle  confiante,  il  faudroit  feulement  rame- 
ner la  première  expreffion  a:  une  autre,  qui  n'auroi: 
plus  de  différentielles  confiantes,  &  faire  enfûiie  celfe 
quon  voudroit  égale-  ^  z«ro*. 

CCCCXLIII.. 

On  peut  déduire  de  ces  transformations,  une  mer 
tliode  aifée  pour  examiner  les  équations  différentielles  a 
deux  variables  d'un  ordre  quelconque,  cèfl  a  dire, 
pour  déterminer  fi  ces  différentielles  font  abfurdes,  & 
fi  eMes  ne  peuvent  ayoir  lieu  dans,  la  folution  d'aucun 
Problème*. 

Etant  propofée  une  équation  différentielle  d'un  or- 
dre quelconque,  dans  laquelle  on  na  fuppofé  aucune 
différentielle  confiante,  on  fera  dx  confiante,  &  on  rc- 
4uka  cnfuite   Fequation  a  une  ^^rme,  qui  ne  fuppofé 

aucune 
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«Bcune  différentielle  conftaate  en  écrivant  comme  cy— 

devant  iày^  ^ ^^*  a  lia   place  de-  àdy^  &  à  y^^ 

étant  fait,   on   obfèrvera   fî   Tequation  qui   en    refaite 
convient  avec  la  propofée,.  Si  cela  fe  trouve,  la  propos 
fée  renferme  un  rapport   déterminé  entre   les   variables. 
X  &  /;  mats,  fi  ceta  n'arrive  pas,  Tequation   fera   va- 
gue, &  ne  fournira  aucun  rapport  certain  entre  x  &/.. 
Qlt  pui(quoir  ne  fuppofe  aucune  difTérentielle  confiante, 
il  eft  libre   de  choiEr  la   confiante,  &  ayant   fuppofé 
fune  ou  lautre  différentielle    conilante-,  la   fuppofition 
doit  donner  te  même  rapport  entre  les  variables,  autre- 
ment rèquatibn*  n-exprfmeroit  aucun  rapport  déterminé. 
Or  lés  équations  différentielles  a  deux  variables  provien- 
nent d'équations  finies  entre  ces  variables,  &  elles  ex- 
priment par  confèquent  ua  certain  rapport,  entre  xSc/,. 
enforte  que,/  étant  une  fonction  de  ;*,  Tequation  dif- 
férentielle doit  devenir  identique,,  ea  fubfiituant  x  a  la. 

place  dè/,,&.fes  différentielles  au  lieu  de  dy\,  ày^  y  Ô*r.. 
Nous  allons  eclaircir  cette,  méthode  importante  par  l'é- 
quation fuivante  P^^x.--4tj^^rf;'-+R^^*-4*SrfW/--«-- 

T  ày^  :=uo^  qui  na  point  de  différentielle  confiante,  & 
dans  laquelle  P,  j^,  R,5,  T  font  des  fondions  de  x 
8c  de/^..     On  fait  àn^  confiante,  &   Teiquation  devient: 

K  k. 
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^Jdy-^Rdx*^^Sdxdf^-\'Td^^=Z0y  a  caufe  de  dd^ 
z=zo  on  réduit  eofuite  cette  diSereatielle  a  une  autre 
forme    qui  n'a  plus  de   différentielle   confiante,  &  on  a 

^gili^^^ddjf-^Rd^^Sdxdy^Td/  ==0  y 
qui  ne  ^ffére  de  la  première,  ^que  ilans  le  premier  ter- 

jne;  il  faut  jdonc  obferver  fi  P=-— ^~,  Si  cela  arri- 
ve, l'équation  propofée  exprimera  un  lapport  déterminé 
jentre  «  &  /,  qu'on  pourra  trouver  par  le  calcul  inté- 
gral ;  autrement  l'équation  fera  abfurde  ou  impo/Hble , 
&  par  fonfequent  il  fera  inutile  d'en  chercher  l'intégra- 
le  dans  cet  état.  Il  faut  donc,  afin  que  la  propofée 
ne  foit  point  abfurde,  que  Pdn-^^Jy  foit  =0*  Or 

* 

cela  peut  arriver  de  deux  façons;  car  l'équation  Pdn 
-H-j^/^=a  peut  être  identique,  c'eft  a  dire^  P=— 

^2^  ,   ou  bien  JPdx^^&dy::ss:o  peut   être  Tequation 

différentielle  du  premier  degré,  par  la  différentîatîon 
de  laquelle  on  a  eu  la  différentielle  propofée  du  fécond 
ordre^  Dans  ce  cas  on  auroit  la  différentielle  de  PJx 
-^^df=zPddx'^^ddf--k'dPdx'^d^df=:oy  la- 
quelle ^tant  ibuftraite  de  la  différentielle  propofée,  don- 
ne Rdx^--i'SdMd/^i-Td/^=dPdx-+dJ^df.  Or  df 

:=  — -^;  donc,  en  fubftî tuant,  on  pourra  faire  dilpa- 
roitre  les  différentielles,  &  on  aura  une  équation  finie 
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entre  h  &  /  :  par  confequent  l'cquation  propofée  pour^ 
T2L  fe  refoudre  dans  ce  cas.  fans  le'  fécours  du  calcul  in- 
tégral,  &  elle  fera,  da  nombre  de  celles:  que  nous  avons 
traitées:  ailleurs-  Nous:  ajouterons,  un  exemple  d'une  e- 
quation:  impoITible.. 

Soit  donc  1  équation  fans  aucune  difFfrentielIe*  con- 

{îante////i/x — nnddy-'^yàx^ — x  à  y^  --^  aând yzrz.o':^ 
on  aura,  en  comparant  avec  Tèquationî  générale  précé- 
dente Fz=yyy  j^zz:— xxy  &  par  confequent  //rfx— - 
KKdy=zoy  laquelle  équation,  étant  différentiée-  une  fé- 
conde fois,,  &  égalée  a  la  propof^è*  âiovinttoit  yd9fi^'— 


x:dy^'^adxdy^=:z^yd^xdy'-^^ildxdy  y   mais:  puifque 
iyjL.  '^»   >•  <^  aura  y  ea  éliminant  les:  différentielles  y 

y>^C ^UJL^l£L^^3ir    oir  n^-^y^ -^a »y  =r 


Z  XX  XX  X 


z^yy — iMMy.^  Voyons:  maintenant  fi  cette-  équation: 
convient  avec  la.  différentielle  yydx — H^dy:=:^Oy  on 
aura  en  diff^rentiant:  &:  formant.  Fègalité  yxxdx — 
3iy  y  dy  ^^  a  ndy  '^ayditzzzzyy  d  x-''^  /^xy  dy %xxdy 


4»,</«,oubien^=fii5iî=HSîfi,  dé  laquel- 


dit.       j/jr— .4X  — axx-4-4»/ 


fe  équation,,  &  die-  dy^=^^^y,  on  tire  j^=JJ,  8c par 


?•„   ^ 4-^.„.,?" 


CDnfëquent  3;i*-»-4*  /-+'4i«»/=3/*-+'4*/  —'*«//> 
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OU  axf=^ j^:j ^  ==  3/ -+»//— x*/' 

—  3  «  .  Mais  nous  avions  déjà  trouvé  Tequatioa    finie 

a%y^=^y  -+-2^//— 2^^*/— ;*  ,  laquelle  étant  fouftraî- 

te  de  la  précédente,  donne   2/'— x/^hh^x/— '2  *' 
:=:o,  équation  qui  peut  fe  refoudre  en  celles-cy^  ^=^f 
iN— jfj  &  o  =  2//«-4-/x-4-2;»x.  La  première/ — x=:oy 
ou  /  =  J»   peut   Éitisfaire  a   Tequation    trouvée   d/^  = 

^^  ^  ;  nfiais  elle  eft  incompatible  avec  Fequation   finie 

^'—•/'^♦-^;»/=:2«»// — ^*^*/>  *  moins  quon  ne 
faife  azzziOy  ou  quon  ne  fuppofe  x  &/  confiantes,  dans 
lequel  cas  d9cz=iOy  8c  df=zo  Satisfait  a  toutes  les 
équations  différentielles;  ce  qui  efl:  abfurde,  8c  par  con- 
fequent  la  différentielle  propofte  efl  impoffible  • 

CCCGXLIV. 

Nous  allons  faire  voir  maintenant  Tufage  des  trans- 
formations précédentes  pour  faciliter  les  intégrations  des 
différentielles   fupérieures.     Soit   Tequation  différentielle 

dsQ^ df — dy^=Ladxddy^^xdpQddy  ,  dans  laquelle 
on  fuppofe  dn  confiante,  &  quon  ne  voit  pas  tout 
d'un  coup  être  intégrable.  Nous  rendons  dx  variable 
en  écrivant,  comme  nous  avons  dit  cy-deffus  dnày^^ 
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^=(i^4/;<-4-;tfrfx)^,(jJ),  &   en  prenait   dy    con- 
fiante dans  la  dififérentiation  indiquée  par  la  parenthefè , 

nous  aurons    la  différentielle  i/x^/— -j^= — (^ad% 

^•^^xdx)    ^  ^*  )  laquelle  étant  réduite   devient  i/x^-+ 

xdd9$'^^addx^^df^=zo  y  dont  on  trouve  auflitôt 
l'intégrale  en  &iiànt  ddn^^zduy  dn^zù;  car  la  diffé- 
rentielle fe  change  en  udH'^xdu-^adu'-^d/^=zo. 
L'intégrale   des  trois  premiers  termes   eft  ux-^auy  & 

l'intégrale  du  quatrième  —  rf/*  eft  —/<//,  a  caufe 
de  ^/confiante.  Donc  l'intégrale  totale  eft  xdsc^^ 
^dn — ydy^^Cdy-^zoy  en  remettant  la  valeur  de  «, 
&  ajoutant  la  conftante  Cdy  du  même  ordre  que  Tin- 

tégrale.     Enfin  en  intégrant  de  nouveau   on  aura  —  k* 
^an /'^-è-C/— i-C'=o,  comme  il  eft  évident* 

CCCCXLV. 

Quoiqu'on  ne  puiiïe  pas  établir  de  règle  générale 
pour  le  choix  de  la  différentielle  conftante,  ce  choix 
cependant  eft  fort  fouvent  indiqué  a  un  Calculateur  ex* 
perimenté  par  la  forme  de  Tequatiôn  propofée ,  comme 
on  verra  par  les  deux  Exemples  fuivants. 
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4  4  ^ 

Soit    Tequation    différentielle    iXm.  dj^  r=zJj^^ 


(èQte  une  fon£lîoni  quelconque  de  m*.    Nous,  obiervans 


dans    cette  équation,,  que  les   deux^  ttrmz^^dx^dy 
»dxddy    divifées    par    dx    donnent    dxdy^^xddy  ^ 
dont    l'intégrale    eft   xdy..    On    remarque  encore*   que 

dx^dy  —  xd'yddx:  divifés    par    —  x*J/,,  donnent 

~  *  "t* — ^  y  dont  rintégrale  eft  ~  y  d'où  Ton-  voit 

quoa^  peut  détruire  également  deux  termes  dans.  la 
propofée,  ea  fûppofànt  conftante  Tune,,  ou  Tàutre:  inté- 
grale xdy  yQ\L  -^^ 

SUppofbns.   ea  premier   lieu:  xdy^zXT  conftante;: 

donc  xddy'^dydx^^zoy  &  en  multipliant  par  dx^ 
on  aura^  tacox^  xdxddy  ^^d y dx^'=zo^   ce  qui  réduit 

la:  différentielle  propofée  a:  celle-cy  X=:,  "^  ~*  ^  /  - 

Mais;  xddy^hdxd'y=::^Oy,  doù.  Ton.  tire  ^/=r — ^^f/î 
donc:  eni  fubftituant:  cette*  valeur  a   la:  place?  de  ^/„ 

-.^.  -  V  tdy^ddy-  ftdyddt 

nous;  aurons;  X=::. — — ,  ,    /,      ■■     ^^  ,  ^  =:: 

%nfdx  dy*'  %  x^  dy}* 
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■m-tdf^ âdy—itdydxddx  — dy*' ddy—dydxddt  .«  . 

%»^d»dy^  %x  dxdy* 


itJf=C  par  la  fuppofitîon.    Donc  <if/=:  — ,  &  X 


^J,ddy--.dxddx        ^^    j^^^_-^d^ddy^dxddx 

en  intégrant,  S,Xd:(=  -"^y"-^'"  ^ Ç ^- '^ y" -"^ »'', 

4  ^  4  *  dy 

z±Cy  en  remettant  a  la  place  de  C  fa  valeur  x^/. 

On   auroît   pu    intégrer    cette   difFérentielle    tout 
d  un  coup ,  après  être  arrivé  a  Fequation  X= 

■^         \ ,  en  multipliant  pr  an;   tcar  on  auroit 

X</jc=:~~-^    ".^  !  ?   ^ont   l'intégrale,  a  caufe  de 

ax*  2X  dy  w  ^ 

«'  </ V*  conftante,  eft  X  X^« = 1 i^ h  C. 

'  >  4«»  a.x'dy^  > 

conpime  cy-defTus* 

dx 

Suppofons  en  fécond  lieu  —  confiante;   cette  fup* 
pofition  donne  ^ — *,^  *   — o^   &  en  multipliant  par 

— xx^/,  on  a  — x^/^^x-**^x*^/=:dj  équation  qui 
fait  evanoiîir  le  fécond    &  le  troifîeme  termes  de    la 

différentielle  propofée   qui  devient    X=:^  ^ '^*j  1    ^> 
&  en   multipliant  par   //x    nous    aurons    Xdss^z 
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d.4^^-^UnU4j,_jn^^d;^^    Or  lî  dans  fc  te.- 

me  ■  *;     ^^y  on  fait   ddy^iduy   &    par   coafequent 

ày'=:^u  y   &    djf^=.u^   y    on     aura     la     différentielle 
-^x^^/sfx-*-  — .— ^.i#~^^i^  >     dont    l'intégrale     cft 


4«»  4x*i#*    —  4**  4.«*^y 

C',  en  mettant  la  valeur  de  «,  8c  ajoutant  la  con- 
fiante; cfi  qui  donne  1^  menue  intégrale  que  la  prece*^ 
dente  • 

Soit  enfin  propofée  Tequatlon  fui  van  te  xjf{d'Mdd^y 

•-^d  yd  dn^'=:>y.d y  d  ^  ^— y  y  d  T  d y^  -"-^x  d  i^  d y'  y  dans 
laquelle /*  eft  une  fonélion  quelconque  de  y^.  Nous  re- 
marquons que  dans  cette  équation  il  y  a*  trois  termes  y 

fçavoir,  y ndy ddn^^y dy d h^ — xdxdy^^  Icfquels  divi^ 
&s  ^^r  yydy  forment  une  différentielle  corapletta 

r'^à.-^/'in^-nd.Hr  ^^^  l'intégrale  eft  ^.  Oa 
prend  donc  pour  conflaote  ^^;  ce  qui  donne  en  dif^ 
férentiant  *yàà»^yàj^^^»dt<iy  __ ^  ^    j^^^^  j^  ^^^^ 

fie  fe  réduit  a  xjfduddjf-^yydï'dy^zzzo-^  c'eft  a 
dire,,  rfr=-=~^,  dont,  l'intégrale   eft  r=j7^ 
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C,  comme    il  eft  évident,  -^^-i   étant  fuppofée  con- 
fiante • 

On  peut  conclure  de  ces  exemples  que,  pour  ren- 
dre Tintégration  plus  £icile,  il  faut  obferver  fi  dans  la 
différentielle  propofée  il  y  a  deux,  trois,  ou  piufîeurs 
termes,  qui  étant  multipliés,  ou  divifés  par  un  £i£leur 
commun,  puiffent  s'intégrer;  on  en  prend  Imtégrale, 
8c  c'eft  cette  intégrale  qu'on  fuppofe  confiante, 

CCCCXLVL 

Noos  ajouterons  icy  une  méthode  générale  pour 
intégrer  les  équations  dififérentielles  des  ordres  fupérieurs^ 
lorfqu  elles  ne  font  pas  iatégrables  dans  Tetat  où  elles  k 
trouvent,  &  qui!  faut  les  multiplier  par  un  faéleur 
pour  les  rendre  exa£les.  Nous  commencerons  par  les 
équations  a  deux  variables  n  &  /,  dans  lefquelles  il 
ny  a  poi&t  de  différences  qui  paffent  le  fécond  ordre, 
a  quelques  puîffances  que  foient  élevées  les  premières 
diâerences  dn  &  d/.  Nous  fuppoferons  qu'une  de  ces 
premières  différences  efl  confiante;  mais  il  fera  facile 
d'en  conclure  comment  il  faudroit  fb  conduire ,  fi  elles 
etdtent  toutes  deux  variables. 

CCCCXLVIL 

Sok  Addf'-^B^^o  l'équation  générale  qui  peut 
reprefenter  toute  equatiou  différentielle  a  deux  variables 

Ll 
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M  8c  /y  dans  laquelle  dx  tfi  confiante^  &  qui  ne  con- 
tient d  autre  différence  féconde  que  ddfy  avec  des  puif- 
fances  quelconques  des  premières  différences  d^  &  ^/  ^  ^ 
&  B  étant  des  fon£lions  quelconques  de  x^/,  dxy  dy^ 
&  de  confiantes.    On  écrit  ainfi  cette  équation  Addy 

'^^ — '^ — ^^/-+^.  ^A5=o,  qui  cfl  la   même  que  la 

précédente ,  puifque i— j^ — - dy-^j^  .d^-^^B^^K^^K 

=zB. 

On  multiplie  cette  équation  par  un  fa£leur  indé- 
terminé M  y  qu'on  fuppofe  être  une  fonftion  de  «?,/, 
dxy  dfy  8c  àt  confiantes;  &  Ion  a  le  produit  MAddy 

^¥MS    'J     dy    I  ^^  .dx=zoy   qu'on  fuppofe  être  une 

0 

différentielle  complette^  que  nous  defignerons  par  (0). 
Cela  ^oféy  nous  aurons  trois  différences  ^  fçavoir^  ^^/) 
dyy  &  dfi.  Regardant  donc  ces  trois  différences,  corn* 
me  celles  d'autant  de  variables  dy^  yy  8c  x^  8c  h  dif- 
férentielle complette  (O) ,  comme  la  même  que  celle-cy , 

MAddy ^MBdy^MCd9$y  en  fuppofant  g=z?^y 
8c  C=:-jj-,  on  aura  (Art.  cccxxxvi.)  ces  trois  equa- 

{d.MA)        (d.M^)     (d.MA)         (d.MC)     (d.MB') 

uons       ^^      —    jj^     ,       j^     —     ^j^     ,  — ^j 

'.       y   ou,   en  remettant  les  valeurs  de  fi'  &  de  C, 
les  trois  fuivantes 
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■  7}     —       335       > 


jj^    id:MA) 


0-^) 


d  X  ddy 


> 


De  ces  trois,  équations  on  pourroît  par  le  même  Artr 
cccxxx VI-  en  déduire  une  où  M  n  entreroit  plus ,  & 
qui  ferviroît  a  déterminer  jK;  enfuite  on  determineroit 
M  au  moyen  de  deux  des  trois  équations  précédentes. 
Mais  on  peut  Amplifier  cette  recherche  >  &  la  borner  a 
chercher  pour  M  une  fonflion  de  *^>  />^^j  d/^  qui 
iatisiafle  a  ces  deux  équations.. 

La  différentielle  du:  produit  j- .  M{  B^^K  )  prife 

en  ne  Édfant  varier  que  dy^  après  quoa  la  divifée  par 


Donc  la  première  des  trois,  équations-  cy-deirus  fè  ré- 
duit a  ceile-cjr^  i±^=:^^^ .  MiB-^K)-^^. 

^^•-Tjr^'^^-   Nbu^  la  defîgnerons:  par  (P)  ; 


*#  — 


2^8         £lem£NS  du  Calcul  Ikte'gral 

T      r         J        ..      ^'  (J.MA)         (''•"TT")  I 

Jjsl  féconde  e^uauon    ^   ^     ^  =:^         ^ 


dd^    —  d*  '  X 


ddy  "^       •      day  a  x 

cette  valeur  dans  Tequation  (-P) ,  on  aura    ^  \  '  ^  = 

l'on  tire  M(B~X)=4>.-^45r^-rf.^,.C^^-. 

i±^^d/  ,^-^^',  d'où  il  fera  facile   d'avoir  iC, 
dès  que  Jlf  fera  connu. 

Subftituant  les  valeurs  de  M(B  —  K) ,  &  de 
MK,  qu'on  vient  de  trouver  dans  la  première  équa- 
tion 4~^| —  ^^=       dJ^^      y  ^   ^^  ^   troifieme 

.^ — j-ii— i=i — Tf"^  ">  **•*  ^"^  *^  '^^"'^  équations 
fuivantes 

*•  7}       ddy 

n. a» « j; = 
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Nous^  defîgnerons  la  première  de  ces  deux  ec^uations  par 
(j^,  &  la  féconde  par  (R). 

La  queftîon  eft  donc  réduite  a  trouver  pour  M  une 
{bn£lion  de  «^,  /,  ^«,  ^/  &  de  conftantes,  qui  fatisfaf- 
fe  a  ces   deux   équations.   Mais  quoique   cela  foit  tou- 
jours poflible^  cela  n  eft  pas  également  £icile.  Nous  nous 
contenterons  d'examiner  quelques  équations  plus  limitées , 
mais  cependant  très«*etenduës ,  après  avoir  obfervé  quen 
écrivant  i  pour  M  dans  les  deux  dernières  équations , 
on  aura  les  deux  équations   de   condition  neceflaires^ 
pour  qu  une  équation  diflférentielle  quelconque  du  fécond 
ordre  a  deux  variables  99^  Scy^  avec  dn  confiante,  (bit 
intégrable  dans  Tetat  où  elle  eft . 

CCCCXLVIIL 

Soit  propofé  d'intégrer  Tequation  du  fécond  ordre 
Edx^'^Fdaidy'^Gdy^'-^Hddy=io^  dans  laquelle  4/11 
eft  conftante.  EyFyGyHy  &  le  fafteur  M  qui  lui  man- 
que pour  la  rendre  intégrable,  font  des  fonélions  àc  Xy 
de  >",  &  de  conftantes,  qui  ne  renferment  ny  dxy 
ny  df. 

Si  Ton  compare  cette  équation  a  Tequation  géné- 
rale Add/'^B:=Oy  on  auia  A:==zH;  B^zEdk^'-^ 
Fdndy-^Gdy^  y  &  par  confequent  MB=:MEdx*^h 
MFJMd/^^MGd/^ ;  fubftituant  ces  valeurs  de  Ay  de 
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MB^  &  de  B  dans  les  deux  équations  (j^)    &  (R)> 
que  nous  avons  trouvées  cy-deflus  pour  déterminer  JW, 
Se  Êiifànt  attention  a  la  fuppofitioa  que  nous   Êûfons^ 
fçavoir ,  que  EyF,G,  H,  8c  M,,  ne  renferment  ny  4>«y 

ny  df  y  la  première  équation  (^  deviendra  ^-5 — - 

M  G ,  &  la  féconde  équation  (R)  y  après  y  avoir  aufll 

(iibfUtuè  pour     j        fa  valeur  MG  y  deviendra 

dx.  dji  > 

car,,  fi  on:  prend  la  différentielle  de  MB  ea  ne  faifant 
varier   que    d/ ,.   oa    aura  d.MB=:zMFdxddf-^^ 

zMGd/dd/'^    par   confequent  ^-jj — -=MFdx 

zMGdy;  Sc-jjj-L^dx'-^ djfL^^—=^MFd^ 

^2.MG<//— ^*^^^~^/^~j^.  La  différentielle 
dft  toute  cette  quantité,  ea  ne  faiiànt  varier  que  <//,, 
&;  diviiànt  par  dd/y  eft  zMG-^  di"  "  ^^^  ^  F^' 
miereequation(^)fera^— 3— -'=iAzG— »i-^^ — ,    ou. 

d,      =2.MGy,  &LÎ^-3j-^=MG. 

Si  dans  le  premier  membre  de  la  (èconde  équation 
{R}  oa  fubfUtue  MF</«-t.iMG(// pour^^^,    & 


r 
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MG  pour^  ',       ,  ce  premier  membre  deviendra 

jjf  ;  &  fi  dans   le  fécond 

membre  de  la  même  équation  (R)   on  fubftitue  ME  dit 

^MFdf^-j^  pour  ^;  MFdy^      ^/    , 

dy   (d.MB)       ^MGdy^  d  y^      Cd.  M  A)  y         • 

^"^T^'^TTy  &  -jr^Fur-TT.  *-tH>  ce  fécond 

[d.(^?4Edx^dy^±^y] 

membre    deviendra  j^  .    La  fe* 

conde  équation  fera  donc  telle  que  nous  l'avons  dit. 
Or  j    puifque    par  la    première    équation    MG  = 

^  '^'       ,  en  prenant  la  différentielle  de  part  &  d  autre, 

&  ne  fsdiant  varier  que  x^   8c  divifant   enfuite  par  dx^ 

oaaurai-y;H-=  /,      "^    —      dxd/^  '^    ^^^' 

ftituant  cette  valeur  de  \i^  dans  la  féconde  équation  ; 
après  en  avoir  divifé   chaque    membre   par  dx^   8l  k 

.  reifou venant   que  dx    ell  toujours  confiante ,   on  trouve 

-tH~"''     d\d,     =^  dy       y   entendant   par  cette 

expreffion  qu  on  doit  différentier  MH  en  faifant  varier 
^5  &  divifer  enfuite  par  dxy  puis  différentier  le  reful- 
tat  en  &ifant  varier  ^,.  &  divifer  encore  par  //x.  Les 


27t         Elemens  du  Calcul  Inte'gral 

deux  équations  ^--^  --  ^    ^;';;^      =  ^-j^,  &MC 

. (d.MH) M(d.H)   ^  H(dM)     r     .  Il 

^^  ^^.  =  ^^  -^^  jj,  font  celles  que  nous 
avons  a  traiter  afluellement  pour   intégrer  la  propofëe. 

Obfervons  maintenant  que  dans  cette  derrière  e- 
quatîon  il  n  y  a  que  /  qui  foit  regardée  comme  Varia- 
ble* Cela  pofé,*  en  multipliant  toute  Tequation  par 
d/y  puis  la  divi(ant  par  MH^  &  tranfpofant,  on  trou- 

dM  Gdf  d.H  «T.      /^       t 

ve  -j^=z—^  ^  ;  prenant  1  intégrale^  en  regar- 
dant /  feule  comme  variable ,  puifque  la  différentiation 
a  été  faite  dans    cette   ruppofition,   on  aura  L.M=z 

SL—ff^ — L.H-*-JLX;   on   ajoute    pour   confiante    b 

quantité  JLX^  par  laquelle  on  entend  une  fbn£lion  de 
#  &  de  confiantes;  c'eft  par  ce  qu'on  a  fuppofé  9c  con- 
fiante dans  la  différentiation.. 

£a  fuppoiànt  L.e=iy  on  aura  L.M=zS.—jj^X 


Fon  tire  M=  w  *  •  ^  ^^^  fubftitue  cette  valeur 
de  M  dans  lequation  ^^-^—^  d^.d/  =^Hr^ 
&  qus  Ton  divife  enfuice  par  ^  *  ^   ,   on  aura   Tequa- 


uon 


> 
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tien ,  qui  doit  déterminer  X  •  Or,  comme  X  doit  être 
une  fonflion  de  x,  il  s'enfuît  que  pour  que  Tequation 
(bit  intégrablc  par  la  multiplication  d'un  fafteur  com- 
pofé  feulement  de  x,  de/,  &  de  confiantes,  il  Éiut 
que  dans  celle-<:y  toutes  les  /  difparoiflent. 

Suppofons,   par  exemple,   que   Tequation  propofée 

=  {>,  qui  n'eft  point  intégrable  dans  Tetat   où  elle  eft; 
on  aura    donc    H=x^yy  G=:2**,  -F=2X— 1-3/;*, 


E 


G  j  ^dy       ^   G 


=  2/;   donc  -rf/=:--i^  S.-df=L.y^y  8cJJf= 

—  e^'^  •    Or  e^^  =/*;   car^  puifque  jL^=:i,   on 

aura  L»y*,L,ez=:L,f*;  par  conièquent  L,e^^^=^L»jf* 
&  tf^/=/.  Donc  M=-^=^.  Subftituant 
cette  valeur  de  M ^  8c  celles  de  H^  Py  ^  dans  Tequa- 
tion  ^    ■     '     ■Q'c.>  on  aura     \, ~    i-  ^^ . 

-^r^—- ^^--^:1^=(».  Egalant  donc  a  zéro 
la  fbmme  des  termes  afTeélés  de  la  même  puii&nce  de 
/ ,  on  aura  les  deux  équations  -5^77- 37"  ^^^  "  >   ^ 

M  m. 
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Ill4±^i2^  —  J^^^  Divifant  cnfuite  la  pre- 

miere    équation    par/,    &  Tautre    par/*  ,   on  aura, 
après    reduftion    faite  ,   -^^ ^^=  "^"^  >    ^    — •  **  // ^  X  — 4- 

^^cJXdsç  —  3X^*^  =  0.    La  première  équation  e tant 
intégrée   donne   I-X=  3  £•«  =  £.*  ;    par   confequent 
X=x^,    &  cette  valeur   fubftituée  dans  la  féconde,  / 
fatisfait»     On   a    donc    X=:x   ,   &   par    confequent 
M=— f  =x/^ 

Maintenant ,  fi  l'on  remonte  a  la  valeur  de  MK 


déjà  trouvée,  on  aura  MJC  =  2x/*i/«*— hj^^/^^xd'/, 

&  ikf(-B  — iC)  =  2*V^*^/"*^*V^/*>  enforte  que 
Tequation  rapportée   a  la  forme   générale  MAddy-^ 

M-^— j^^ — ^-^d/'^-'j^.dicz^zo     devient     x'/*^^/-+ 


(2  9ç^/dx'^Z9ç^/df)dy'^(2xy^dx'^^9^^y^df)  X 
dx:=:o.  On  trouvera  par  les  méthodes  que  nous  avons 
données,   que  cette  différentielle   eft  complette,    &  que 

fon  intégrale,  en  ajoutant  la  confiante,  efl  *^/*^/-4- 
^c^/^dx'^cdx^zo. 
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On  peut  prendre  pour  fécond  exemple  Tequation 

idy:=^o^  qui  s'intégrera  de  la  même  manière.  Oa 
trouvera  X=:xy  8c  M=:x^^y^ 

CCCCXLIX. 

Si  après   la  fubftitutioir  de  la  valeur  de  M  izns 

Fequation      '^^      Ô'r.  y  tous  les  y  difparoiflenr  d'eux- 

mimes,  1  équation  qui  doit  donner  X  eft  alors  différen- 
tielle du  fécond  ordre,  enforte  qu'il  femble'  que  dans 
ce  cas  la  méthode,  n'eil  d'aucune  utilité.  Mais  il  faut 
cbferver  que  Tequarion,  qu'on  aura  alors,  fera  de  cette* 

forme  Adn'^BXd^^CdXdx^EddXz=o;  A  y 
By  C^  E  étant  des  fonélions  de  x,  &  de  confiantes.. 
Or ,.   pour  intégrer    cette    équation ,,    on    l'écrit    ainfî 

AMdx'^-^B MX d K  ^{C-^K')  MdKdX^mMdx dX 
^^EM'ddX=^o  ,.  qui  eft  la.  même  que  la  précédente 
multipliée  par  le  fafteur  M .  On  fuppofe  enfuite*  que, 
M*  de  K'  étant  des  fondions  de  x  feulement ,  les  qua- 
tre deraiers^  termes  de  cette  équation  forment  enfemble 

une  différentielle  exaéle;  alors  le  premier  terme  Adx^ 
dans  lequel  A  eft   une  fonélion   de  x,   &   dx  confiant 
s'intégrera   aifément.     Les    équations   qui   refultent   de 
cette  fuppofitioa  font  (Art.,  cccxxxii.) 
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^*  d»        —  ddX  * 

^^*         i/jir     —  ddx  » 

"^'  TT  ^«  > 

IV.     J j-^ 1= J2 . 

Mais,   par  ce  que   K\  M^  A^  B,  (Sfc.    ne  ren- 
ferment   point   X,    la  féconde   équation    e(l  nulle,    la 

première  fe  réduit  a  '^^  :=s.K!M\  5c  la  troifîeme 
avec  la  quatrième  fe  réduit  a  ^  '^'^Tx  ^^^=^-M^% 
a  caufe  de  la  confiante  iir.    De  Fequation  ^  "^^ JJ^  ^  = 

KM   oxi    tire  — j^j ,._-j__kM,   &  tj^  = 

KV*_Jr.  g^  ^^  intégrant   £.  Af'=:5.~rf;tf— i.£-h 


JLH;  H  étant  une  confiante,  &,  en  fuppoiant  jL^: 


j 


K' 


on  aura  M'=zr^c  .De  lautre    équation 


^  ■'  ■     , — ^ — *=:BAr  on  tire       ^    ^.     ■    ^^--h 
(c-;jn(£AQ_jj^^^  (C— K')^M' ==BMV«-. 

i»f'.<^.(C— X'),  &  ^'=2ii::^ii|;=iQ,  Eû  égalant 
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cette  valeur  a  l'autre       ""^      ,  <ju  oa  a  trouvée  cy- 

deffus,  on  aura  1  équation  c-^K'       ^^ — 1 > 

&  par  confequent  BEdn — EdC-^Ed IC  =  (C — 
K')K'dx'-^(C'-^K')dEy  ou  BEJM^K'(C^K')d» 
^(^C^K')dE--EdC'^EdK'=Oy  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  feulement)  dont  dépend  la 
valeur  de  K\  Suppofânt  donc  qu*on  ait  déterminé  K' 
par  le  moyen  de  cette  équation,  on  aura  Hf  par  Tequa* 

tion  M'=z^c'"  ';  alors  K'  &  M'  étant  trouvés ^ 
on  aura  X  en   mettant   les   valeurs  de   K'  Se  de  M' 

dans  requation  jiM'dpt*-^BM'XdK*~^{C—K')X 
M'dxdX^K'M'dMdX-^EM'ddX=0y8c  en  intégrant. 
Or  comme  cette  équation  ne  peut  manquer  d'être  a 
prefènt  une  différentielle  complette,  &  qu'on  peut  lui 
donner  cette  forme  (AM'd>i-^BM'Xdx~^K'M'dX)dM 

'^^{C^K')M'dM}dX'¥EM'ddX=io^  &  la  regar- 
der comme  une  différentielle  complette  a  trois  variables 
«,  X,  &  dX'y  on  peut  prendre  pour  fon  intégrale  celle 
du  premier  terme  {AM d x^-^BM'Xdx-^K' M dX)dM  , 
en  lie  faifant  varier  que  m,  &  traitant  X,  dX^  &  du 
dans  la  parenthefe  comme  confbntes  ;  ce  qui  donne  pour 
l'intégrale  dx^S^AM'dx-^Xdx.S.BM' dx^dX,  X 
S,K'M'dx--k-LdH'=iOy  Ldx  étant  la  confiante  ajoutée 
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a  l'intégrale.    Or  cette   dernière  équation  s'intégre  facî- 
lement  par  la  formule  de  l'Article  cccLXXXii.  On  aura, 
donc  Xy  dès  quoa  aura  K\    Ainfi  on  peut  dire  géné- 
ralement que  toutes  les  fois  qu il  ne  manquera  a  lequa- 

tioa  Edx^^^Fdx.d^-^Gdy^'^Hddy:=:zo  qu'un  ia- 
£leur  compofé  de  ^,  ^^fy  &  de  confiantes  pour  être 
une  différentielle  complette^  cette  equatioa  fera  toujours 
redu6lible  a  une  equatioa  différentielle  du.  premier  or- 
dre,, quelles  que  foient  d  ailleurs  E^  F  y  G  y  //.. 

Mais.  fi,.  après  la  fubftitutioa.  de  la.  valeur  de  M 

d[ans  Tequation;  — ^^ — ^^^-^  Tequatioa  renferme  encore 

à^s  y  y  que  Ton  ne  puiffe  faire  diiparoitre  fans  affujettir 
les  coefficiens  Ey  F  y  G^  H  a.  certaines  conditions  ; 
c'efl.  une  preuve  que  le  fafteur  M  doit  de  pfus:  renfer- 
mer des  dx  Se  des  J/..  Alors  il  faut  avoir  recours  a 
la:  méthode  générale  (Article  ccccxlvik)^  Oa  s'y 
prendra  de  même  pour  trouver  dans,  quels  cas  toute: 
équation:  différeiitielle  du  fécond  ordre,  d'une  forme 
connue,,  peut-être  intégrée  par  la.  multiplication  d'un- 
fefteur  compofé  de  ^,  /,  &  confiantes,  ou  de  x,,  dyy, 
&  confiantes,,  ou  de  /,  dxy  8c  confiantes  &c.. 

CCCCL. 

A  l'égard  des:  équations:  différentielles,  du:  troifTeme 
ordre,   en  lesu  fuppofant  reprefentées.  généralement  par 


} 


MH 

ÀX 
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\/fà  f'^B^^Oy  ui  k  B  étant  des  fonélions  de  *,  / , 
<^x,  Jfy  ^^y-t  &  confiantes;  &  fuppolànt  de  plus  que 
JW  eft  le  feéleur  compofé  de  j»,  /,  </*,  <//,  ddy  y  & 
confbintes,    qui  peut    la  rendre  intégrable,   on    pourra 

l'écrire  ainfi  AMd^j^-^M^^dd^-^M.^^^^.dy 
,dM=zo;    alors    il    faudra    que    S±^^z=: 

^^y       ^  ây  ddy  •>  dx  -~" 

(^),  {i^)=(i|a.    Ceft    a  r.ae    ae 

ces  équations  quon  déterminera  K^  H,  Se  M,  On 
voit  comment  on  doit  s'y  prendre,  pour  les  équations 
différentielles  d'ordres  plus  élevées. 

CCCCLI. 

Remarque.    Le  calcul  intégral  va  de  pair  avec 
le  calcul  difTérentiel ,  lorfque  les  différentielles  qu'on  fe 
propofe  d'intégrer  font  compleites.    Car  la  règle  géné- 
rale du  calcul  différentiel  peut  s'exprimer  ainfi:    "  Dif- 
yy  férentiéz  la  quantité  propofée  fucceffivement  par  rapport 
yy  a  chaque   variable   qu'elle  contient,   comme   fi  toutes 
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^  les  autres  variables  etoient  confiantes:  prenez  enfuîte  la 
yy  fomme    de   toutes    les  différentielles   particulières ,    que 
^  vous  aurez  trouvé  de  cette  manière,   cette  fomme   fera 
^  la  difTérentielle  totale  de  la  quantité  propofee^  foit  que 
yy  cette   quantité    ne  contienne    que    des   variables  finies , 
yy  (bit  qu'elle  renferme  des  différences  quelconques.  "    On 
déduit  de  Ik  par   l'Article  cccxxxiii.   la  régie  géné- 
rale pour  intégrer    toute    différentielle   complette ,    de 
quelqu ordre  quelle  foit,    &  quelque  nombre  de  varia- 
bles quelle  contienne.     La  voici:    "  Marquez  les    va- 
'^  rîables  y  dont  les  différences  fe  trouvent   dans   la  diffé- 
yy  rentielle  propofée  :    raffembléz  dans  une   fomme    totale 
^  tous    les   termes   affeélés    de   la  différence    d'une  même 
^  variable,   en  commençant   par  ceux,  où   fe  trouve   la 
,,  différence  de  Tordre  le  plus  élevé:    enfuite  intégrez  cet- 
„  te  fomme,  comme  (i  toutes  les  autres  variables  etoient 
„  confiantes  r   après  quoi  différentîéz  l'intégrale ,  que  vous 
„  venez  de  trouver,  en  faifànt  varier  fuccelTivement   tou- 
„  tes  les  variables  qu'elle  renferme:   puis  retranchez  cette 
„  différentielle  de  la  propofée.     S'il  ne  refle   rien,  l'inté- 
„  grale  trouvée  fera  celle    que  vous  cherchiez ,   en  lui  a- 
„  joutant  une  confiante  de  fon  ordre»    S'il  y  a  un  refle, 
„  il  ne  renfermera  pas  la  variable,  par  rapport  a  laquelle 
vous  avez    intégré.     Suivez   a    l'égard   de  ce  refle   le 
„  même  procédé,   dont  vous  vous  étés  fervi  a  l'égard  de 
„  toute  la  différentielle  propofée,  regardant  ce  relie  com- 
me 


» 


y> 


r 
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^  me    une   autre  différentielle  propofée^   &  ainH   de  fuite 
jy  par  rapport  a  chaque  variable .    Vous  trouverez  de  c^t» 
5,  te   manière  l'intégrale  de  toute   la  propofée,   fi  elle  eft 
yy  complette  ;    c'eft  a  dire,  quelle  fera  réduite   a  la  diffé- 
^  rentielle  d'un  ordre  inférieur  d'un  degré,  d'où  elle  etoit 
yy  venue  par  la  différentiatîon .  *'     Nous  avons  donné  plu- 
fieurs  exemples  de  cette  règle  pour  les  différentielles  du 
premier  ordre  dans  l'Article  cccxxxiii.  ;  nous  en  ajou- 
terons un  icy    pour  les  différentielles  du  fécond  ordre, 
après    avoir   obfervé    que  par  cette  règle    générale   on 
peur  toujours   trouver,  fi   une  différentielle   quelconque 
dans  l'état   où  elle   fe   trouve    efl  complette,   ou  non. 
Car,  fi  elle   efl  complette,  on  en  trouvera  facilement 
l'intégrale;   par  confequent,  fi  on  ne  peut  pas  en  trou- 
ver l'intégrale,  c'efl  une  preuve   qu'elle  n'efl  pas  com- 
plette, &  alors   fi  cette  différentielle    efl   en  équation  ) 
ou  fi  elle  efl  fuppofée  égale  a  zéro,   il  faudra  chercher 
par  les  méthodes  connues  le  faveur  qui  la  rendra  com- 
plette, fi  la  chofe  efl  poffible. 

Exemple.     Soit    propofée    la    différentielle 

^x^y^dydxy  dans  laquelle  on  fuppofe  dx  confiante. 
On  doit  confiderer  cette  différentielle  comme  renfer- 
mant trois  variables  dy^y^  &  x,  puifque  ddy^  dy^  & 
dx  font  les  différences  premières  de  J/,  de  /,  &  dex. 
Le  terme   où  fe   trouve  la  différentielle  de  Tordre   le 

N  n 


282         Elemens  du  Calcul  Inte'gral 

plus  élevé  cft  9^ y^ddf^  dont  on  prendra  Tîntégrale 
e»  regardant  iy  comme  la  feute  variable,  &  les  au- 
tres /    &    i»   comme    confiantes.     Cette    intégrale    cft 

n^y^d/^  dont  la  difTérentielle ,    en  faiiknt  tout  varier , 

eft  «'/^ ddy^^i  ^ y  dy^  --^ly^  9^  dndy^  laquelle ,  étant 


\ 


retranchée  de  la  propofée,  laifle  pour  refle  ZT^yd^dy 

-H-2x/^^M^;  Regardant  ce  refle  comme  une  autre 
différentielle   propofée    a   deux   variables  y  i^  Xy    on 

prendra  l'intégrale  du  terme  zx^ydxdy  en  ne  faifant 
varier  <}oe  /)  &>  p^  ce  que  dn  di  confiante,  on  aura 

l'intégrale  9^ y^ dx^  dont  la  différentielle,  en  faiiànt  va- 
rier* &/)  t^  29Î^ydxdy^^ty^ndndy*^  on  voit  qu'- 
en retranchant  cette  différentielle  du  premier  relte,  il 
ne   refle   plus  rien  •     Donc   l'intégrale    cherchée    fera 

9^ y^ dy^^n^y^ dx^^Cdx  ^  en  ajoutant  la  confiante  du 
même  ordre  Cdn^  On  auroit  trouvé  la  môme  inté- 
grale en  fe  fervant,  dans  le  refle  %x^ydxdy-^ 
TLy^xdxdy^  du  terme  zy^xdxdy  au  lieu  du  terme 
zx^ydndy^  ou  en  intégrant  tout  le  refle  {^zx^ydy^^ 
2y^xdx)dx-d2LQs  la  fuppofition  de  h  feule  variable* 


j 


r 


\ 
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Il  nous  refte  maintenant  a  &ire  quelques  remar^- 
ques  fur  les  équations  différentielles ,  qui  ont  befo^n 
d'un  £i£leur  pour  être  complettes.  Si  on  fuppofe  x,  y 
les  deux  variables  d'une  équation  différentielle,  &  qu- 
en  faifant  Jx  confiante,  on  prenne,  comme  cy-devant 

Jy=zpdMy  Jp^^qdxy   dq=zrds^   drzzzsdn^   &c.y 

les  équations  différentielles  de  tous  les  degrés  pourront 
être  ramenées  aux  formes  fui  van  tes 

I/r    Degré,../>  =  9(«,/); 

ILe    Degré,. •^  =  9(x,/,/^>; 

IIL^Degréé..  r=9(«,/,^,^)ÔV. 

L'expreffion  9  defîgne  des  fon£lions  quelconques  àes 
quantités  renfermées  entre  les  parenthefes.  S'il  s'agit 
de  trouver  un  ia£leur,  qui  rende  complette  une  equa« 
tion  différentielle  du  fécond  degré,  ce  fa£leur  pourra 
être  reprefenté  par  ^,  de  même  que  p  efl  le  faéleur 
des  différentielles  du  premier  ordre.  Mais  il  iâut  ob- 
ferver  que  ce  faéleur  peut  être  une  fonction  des  deux 
variables  feulement,  ou  qu'il  peut  encore  renfermer  le 

rapport  des  différentielles  -j^-;    ce  qui  rend   quelquefois 

félon  les  différens  cas  l'intégration  plus  ou  moins  diffi- 
cile. Il  efl  bien  clair  que  le  cas  le  plus  aifé  efl  celui 
où  le  fafteur  efl  une  fonélion  d'une  feule  variable . 
On  voit  bien  que  P,  J^^  ^5  S^  T,  Oc.  defignant  des 
fonélioHs   quelconques    des  variables   ^,  /j  oa  pourra 
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avoir  diflférens   ordres  de  facleurs  pour   les  feules  équa- 
tions.  différentielles  du  fécond  degré. 

I.er    Ordre ....  P  ; 

IL«    Ordre •  • . •  Pdx^¥^y ; 

III.«  Oràvt....Pdx^^^dxdy^Rd/(yc. 

On  pourroit  continuer  ces  ordres  plus  loin;  mais  on 
entreroit  alon  dans  des  calculs  fort  embaraffants  •  Les 
cas  les  plus  fimples  font  ceux,  dans  lesquels  le  rapport 

des  différentielles   ^  eft  de  dimenfîon   nulle,   ou   du 

premier,  ou  fécond  degré.  Le  fafleur  peut  être  aÔe- 
£lé  de  quantités  fraélionaires,  irrationelles ,  ou  tranfcen- 
dantes,  dont  nous  avons  déjà  donné  des  Exemples. 

Toute  différentielle  du  fécond  ordre  q  =  9{x^j^yp)y 
dans   laquelle    dx  t^   fuppofée  confiante,    fe    réduit    a 

cette  forme    ^^/  =  ^***9(^>/>77).     Or    étant  pro- 

pofée  une  différentielle  quelconque  du  fécond  degré, 
qui  ne  foit  pas  une  différentielle  complette,  on  eifayera 
d  abord  le  fafteur  de  la  première  forme  P,  s'il  ne 
reuffit  pas,  on  prendra  le  fa6leur  de  la  féconde  forme, 
&  ainfi  de  fuite. 

Soit,  par  exemple,   la  différentielle   du  fécond  dé- 


fi-^ I 


gré  layddy  —  4^^/* — y''^'^  dx^  (^i^^xx)         = 
dans  laquelle  dx   efl   fuppofée  confiante.     Après  avoir 
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éprouve  que   le  fafteur  du  premier  ordre  ne  peut  reuf- 

fir,  on  cmployera  Pdêt^^^J/^  &  Tequatioa  propofé^e 
étant   d'abord  mîfe   fous  cette  forme  tadd^       ^^  ^ 


If— X 


^y^    ^ dx^^i-^scx)    *    =o>  on  la  multipliera  en- 
fuite   par  le  Êifteur  Pdx^^^df  ^  &  elle   deviendra 

:LaPdndd, ^^^^^^^'  --P/^^ dx^ (i^xx)^' 

2a^d/ddf^±l£^^^y''-^^d^df(l^ 


n  —  1 


xx)  *=o;  laquelle  doit  être  integrable  par  la  fuppo- 

(ition.  Or,  fi  on  examine  les  deux  termes  zaPdxdd/ 

'Hrza^dfddf  y   on   voit  aifément  quils  ne   peuvent 

provenir  que  de  la  difFérentiation  de  zaPdxd/-^ 
a^jf^.  On  pourra  donc  regarder  zaPdxdj^^^a^y^ 

comme  la  première  partie  de  Tintcgrale  cherchée . 
Maintenant,  (1  l'on  prend  la  différentielle  de  cette  pre- 
mière   partie,  on  aura,   en  lotant  de  la  propofce,  & 


/ 


ordonnant    Inéquation ,    —  P/* '^^ dx^{i^^xx)  * 


n  —  1 


^/'^^dx^djf{i^xx)   * 


/  y 


^.j.'j^im.^,,j,jyi^-,j/si^ 


di  *-"'"'/  4y 
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aJ^dy*  ^-^^=0,    On  a   fubftitué   dans    cette   der- 
nière équation  a  la  place  àt  dP  rexprellion  du  ^ ^ 
^iyLÉ^^  &  a  la  place  de  à^  la  valeur  dn^^ 
^4-  dy    j"  •  »    L'expreflion  dii^  ^^'  fignifie  la  diflféren- 

tielle  de  P  cû  fidûnt  varier  m  feulement,  &  df     . 

reprefente  la  difTérentielIe  de  P  en  confîderant  jf  feule 
comme  variable,  5c  par  confequent  la  différentielle  to- 
tale eft  compofée  de  deux.  On  dira  la  même  chofe 
de  la  différentielle  de  ^«  Or  fi,  on  examine  la. diffé- 
rentielle précédente,  on  voit  qua  caufe  de  dx  confian- 
te, elle  ne  peut  être  intégrable,  a  moins  que  les  ter- 
mes affeftés  de  d/^y  8c  dy^  ne  fe  detruifent  refpefli- 
vement;  donc  -^-s^- t-adf  ^^jp=20y  &  2 — 

z^dxd/^    j    ^■■-htfi/ig^/*  ■^"^^:=:o,  d'où  Ton  tire 


•-+-2^-j-^ — H  "^^  =o>  Maintenant  pour  tirer  la  va- 
leur de  j^ de  la  première  équation,  nous  confidererons 
X  comme  confiante,  &  on  aura  V^-^-^f^^^^^^î  P*^^^' 
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que  dy  ^  J^  fignifie  la  diffi^reotielle  de  ^  eo  ne  £ki- 

fiint  varier  que  /.    Donc,  a  caufe  de  J^^y-^yèS 

=  0,   on  aura,  en  intégrant,  ^j  =zK  fon£tion  de  m 

feulement,   &    par    conièquent   j^=-;j-,  &     Jy  =5 

-î-i^;  d'oà  l'on  voit  que  ^^  eft  une  fonaion 
de  M.    De  plus,  en  c<xifiderant  a  au(fi  comme  conflan- 


te  dans  lequauon  "^^^^'J^      '</»    ^^^>*^°  *"** 
4P<^/-*-i///P-<"-f  .-^4»    ^^*  >   *    ®°   multipliant 

par  / ,  &  intégrant ,  nous  aurons    2  Pfjf .  -j^ 

=  2  £ ,  £  étant  une  fonftion  de  a  feulement ,  d'où  l'on 

♦î«.    P—  ''  -u_J-  Ii5I      Mais  ^^^  — -i-  i4i^ 
tire  P—— -»-— .-3f-.    Mais     ^,    —-^.-j^ 

i_^££în     j         çjj  fubftituant  &  effaçant  les  ter- 
mes  qui  fe  detruifent,  on  aura  l'autre  partie  de  l'intégra- 


»— 1 


Je  -.</«*.S'.{(i-«-*x)  '  (Iy'"^*<^«-^7/"^'X 

cette  quantité  étant  compofée  de  deux  parties,  dont  l'une 
eft  multipliée  par  — </*%   &   l'autre  par  —2 /»</«*  , 


•  f 
f 
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fi,  Êdfànt  abfhaélion  duÊiâeur  —dA*,  oa  £iit   dans  la 

première  £=0,  fà  différeqtielle  fe  réduira  aKy'dy  (1-4- 

*"*1  fi  — t 

«*)  *   -+7/"*''^«^(i-^*»)   *    ,  dont  rintégrale 


Ké 


If—  I 


fera  J^^^  (i-h^x)  *   ;   il  ne  faat  pour  cela  qoe  faire 


ladiffc'rentielle^— r^ri-+x*i)  *  ^0»:=LL>££llii5 


(i-^««)  *  =-i-/'^V/i: (!-♦.«»)  *  ,  c'eft  a    dire; 

2(i»~.i)iiC*<^;»=(»-,i)Jli:(i-4.«»);  d'oà  l'on  tire 
•K=i -♦•**,  de  forte  que  le  premier  membre  de  l'ia- 


»-+ 1 


tégrale  précédente  fera  —  j~>'— ^Vx''(i-+xx)  *  , 
&  l'autre  membre,  acaufe  de  £=0,  &  de ^-^^=2, 
deviendra  -^ladst*  ,s/-^^=it^;  donc  la  ièconde  par- 


tie  de  l'intégrale  fera  ^^y*^' d>c\i-^K>t)  * 
'-jj-.  De  plus,  puifque  I,=o,  &  i5:  =  i  -♦.;fx,  on  aura 

7r=:2*,d'oii  l'on  tire  P = -i- & j©  =  i^ti£,  jxjnc 

la 
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b    première   partie    de   l'intégrale  fera  iliilii-*. 


>' 


sÇ^l-^xx^iiv* 


-^ y   &  par  confe^uent  Tintégrale  complette, 


adx*         zaxdxdy 


eo  ajoutant  la  confiante  CJpc^y  krx  — ' — i - 


«H-  I 


a{^\  ~^xx)dy*  j 

.4  Ji-f 


,.         _r/''"''''**(ï-+*»)  *  =cjx\  & 


en    multipliant  par  /*^  on   aura  7^77/* "^^^/«'(i 


n  -n 


«x)   *      =i»  (//</»*-*•  2  «/</«</>-»- (!-*•* «)<//*) 


Si  dans  lequation  différentielle  propc^e  oa  (uppo 

foit  »==--«•  2  j  elle  fe  changeroit   en  celle-<y  la/ddjr 

i_ 

'^j^adji' — /^tix*(i-^Kx).    *=o»  Dans  laquelle  le 

0 

fafteur  fimple  P==-  fuffiroit  pour  la  rendre  difFéren- 
tielle  coniplette;  &  en  multipliant  Tequation  par  ce 
feaeur,  elle  deviendrott  liz£ÉZ=±^l2l  ^ 

=Q^  dont   rint^rale^  e»  ajoutant  h 


dx' 


conftanre  «/»,,  devient  -^-^ =;«</x,  &,,  en 

O  » 
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intégrant  de  nouveau,  on  aura  — ——'^i -»-»;(  =  ff» 
—hè.  Ce  cas  particulier  n'a  aucune  difficulté^  &  il  efl 
le  feul,  dans  lequel  le  fafleur  fimple  f/puiffe  reuffir. 
Mais  fi  on  confîdere  l'expolànc  quelconque  »,  on  voit 
que  ces  fortes  de  cas  deviennent  très-compliqués,  & 
que  leur  folution  dépend  beaucoup  de  Tadrefle  &  de  la 
iàgacité  dn  Calculateur. 
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CHAPITRE    VI. 

De  quelques    méthodes   particulières  pour   intégrer^ 

ou  pour  réduire  aux  ordres  inférieurs  les  équations 

différentielles  des  ordres  Jfupé rieurs^  lorfqu^ 

elles  ont  certaines  conditions. 


L 


CCCGLIL 


[Es  équations  difTérentlelles  a  deux  variables 
X  8c  f  y  de  quelqu  ordre  qu  elles  (oient ,  peuvent  fou- 
vent  s'intégrer ,  ou  fe  réduire  a  un  ordre  inférieur,  en 

fuppofànt  le  rapport  7-)   ou  ^j^  égal  a  une  nouvelle 

variable  z^  tn  fubftituant  dans  Tequation  propofée  %dy 
au  lieu  àt  dxy  ou  zdx  au  lieu  de  d/.  Lorfque  la 
variable  finie  x  ne  fe  trouve  point  dans  Tequation  pro- 
pofée, on  fuppofe  dx=:zdf;  &  fi  ceft  la  variable 
finie  / ,  qui  manque ,  on  fait  dy=z%dx.  Si  Tcqua- 
tion  propofée  contient   des  différences  fupérieures   ddy^ 

d  fy  d  fy  (Te.  y  &  que  dx  foit  confiante,   on  fuppofe 

djf=zzdxy  d'où  Ton  tire  ddf=zdzdxy  d' y^=^ddzdxy 

d  y'=^d  zdxy  &c.    Si   au  contraire  Tequation  propo- 

fée  contient  des  différences  fupérieures  ddxy  d  Xy  d  Xy 
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^c.y  à  y  étant  confiante,  on  fait  dn^=z%dy^  d'où  Ton 

tire  ddx'=id%dy^  d  Mrzzddxdy^  d  x'=^d  %dy^  Ô*r. 

On  va  voir  Tufage  de  ces  méthodes  dans  les  Problè- 
mes fui  van  ts, 

CCCCLIIL 

Problème  I.  Intégrer  Tequation  difFércntielle 
a    deux     variables     Ady"" -^Edn  ^Cdy"^ dn''-'^ ^^ 

Ddy  dx'-^f^Edy  dn^'-^^&c.zzrzo,  dans  laquelle 
les  coefficients  Ay  B  y  C  ^  D  y  Ey  &c,  font  des  fon- 
£lions  quelconques  d'une  feule  variable  Xy  ou  y  y  &  de 
confiantes  9  ou  zéro,  &  les  expofans  m,  ny  py  qy  &c. 
des  nombres  quelconques. 

Solution*  Cas  L  Lorfque  la  variable  ^  ne  fë 
trouve  point  dans  Tequ.  tion  propofée,  ou  que  les  coef- 
ficients Ay  By  Cy  Dy  Ey  (D^c.  fout  des  fonélions  de  la 
feule  variable  /,   &   de  confiantes,   ou  zéro.    On  fup- 

pofera  fuivant  la  règle  dx^=z%dyy  d'oîi  Ion  tirera  d^^ 

:=z%Uy\dx^''^'^—^'^'^d/-'^y  dx^'-f^^^'-f  X 

dy^^^&c.    Subfli tuant   ces  valeurs   dans  la  propofée, 

&  divifant   par  dy^  y   on  aura   Tequation  finie   a  deux 

variables  «    &  /,    ^-♦-i5a''-*-C»''"'"-+-Da'~^ 
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l  _  ^ 

Ez'  ^-^-Ô'r.zna,  par  laquelle  on  déterminera  la  va- 
leur de  %  en  /,  ou  celle  de  /  en  %,  &  en  confiantes. 
Ou  fubftituera  une  de  ces  deux  valeurs  dans  la  diffé- 
rentielle îs  ^/  5  &  on  aura  zd/=z  Ta  y ,  ou  %dyzzz 
Zdzy  T  étant  une  fonélion  de  /  &  de  confiantes,  & 
Z  une  fonftîon  de  %  &  de  confiantes,  &  Tequation 
4lx=z%dy  fera  changée  en  dxzzzTdy^  ou  dx=:Zdz. 
On  intégrera  de  côté  &  d  autre  par  les  règles  de  la 
première  Partie  du  Calcul  Intégral,  &  on  aura  «  = 
5'./'<//-»-^ confiante,  ou  x^iS.Zdz^^-^^.  La  pre- 
mière intégrale  donnera  immédiatement  la  valeur  de  x 
en  /,  qu'on  vouloit  trouver.  Si  on  fe  fert  de  la  fé- 
conde int^rale  9c'=zS.Z dz-^^  on  trouvera  encore 
la  valeur    de  ;c   ^^  /  9    ^Q   comparant    cette   équation 

— ♦-Ô'f.^ro,  puifque  ces  deux  équations  ne  contien- 
nent que  les  trois  variables  ou  inconnues  « ,  s ,  &^  y . 
C.  j^.  F.  T. 

Cas  il  Lorfque  la  variable  /  manque  dans  f  équa- 
tion différentielle propofée,  ou  que  les  coefficients  A^B^ 
CyDy  &c.  font  des  fonélions  de  la  feule  variable  4^, 
&   de  confiantes,    ou   zéro.    On    fuppofera  dy=zzdxy 

d'où  Ton  tirera  dy^^z^'dx^  dy'^^z'^dx'^ ,  &c.  fub- 
ftituant   ces  valeurs   dans  la  propofée ,   &  divifant   par 

dx^y  on  aura  l'équation  finie  Ji z" ^^B-^C z^ '^ D%^ 
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-4-£:s^-+-^r.=o,  par  laquelle  on  déterminent  la  va- 
leur de  %  en  «r  ^  ou  celle  de  i;  en  Zy  on  fubftîtuera 
une  de  ces  valeurs  dans  la  difTérentielle  xJxy  &  en 
procédant  comme  dans  le  premier  cas,  on  trouvera  la 
valeur  de  x  en  /^  au  moyen  de  Tequation  d/=zzJx. 
C.  J^  F.  T. 

CGCGLIV. 

Problème  IL  Intégrer  ou  réduire  au  premier  or* 
dre  Tequation  générale  du  fécond  ordre  a  deux  varia- 
bles Addy'^Bdf^^^Cd9cdy^^DdK':=zoyà'àXis  laquel- 
le dn  eft  confiante,  &  les  coefEcients  Ay  By  Cy  D 
font  des  fon£lions  quelconques  de  Tune  des  deux  varia* 
blés  40,  ou/,  &  de  confiantes,  ou  zéro» 

Solution  L  Puifque  dx  efl  confiante,  on  fuppo- 
fera ,.  fui vant  la  règle,  d^f^zdxy  doîi  Ton  tirera  dd/ 

:=:dzdxy  d/'-^^z  dx'  y  &  dxdy^zzdx" .  Subflituant 
ces  valeurs  dans  Tequation  propofée  &  divifant  par  dx^ 

on  aura  Adz^^Bz^dx'^^CzdM'^Ddx^^Oy  équation 
différentielle  du  premier  ordre  a  deux  variables  »  &  x, 
lorfque  /  manque  dans  la  propofée  •  Si  c'efl  x  qui  man- 
que dans  Tequation  propofée,  on  fubflituera—  au  lieu 
de  ^x  dans  Tequation  du  premier  ordre  quon  vient  de 
trouver ,  elle  deviendra  Adz-^B z4y --¥Cdy^^  ^^ , 
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ou,  en  multipliant  par  Zy  Axdz^^Bz^dy^^Czdy 
^^j^Ddy^=iOy  équation  différentielle  du  premier  ordre  a 
deux  variables  %  8c  /  • 

On  cherchera  l'intégrale  de  l'équation  réduite  au 
premier  ordre  par  les  règles  que  nous  avons  données 
pour  intégrer  'les  équations  diflférentielles  du  premier 
ordre  a  deux  variables,  &  on  déterminera  par  cette 
intégrale  la  valeur  de  %  en  « ,  ou  en  /,  ou  celle  de 
99^  OU  de/  en  %•  On  fubiHtuera  une  de  ces  valeurs 
dans  la  difiérentielle  %dxy  &  on  feparera  par  ce  mo- 
yen les  variables  dans  l'équation  J/nr:«^x,   ou    ~=: 

an  y  quon  intégrera  enfuite  par  les  règles  de  la  premiè- 
re Partie  du  Calcul  Intégral,  &  on  trouvera,  comme 
dans  le  Problème  précèdent,  la  valeur  de  n  en  /. 
C.  j^  F.  T. 

Solution  IL    Lorfque  x  manque  dans  l'équation 
propofée,   on   peut   fuppofer   dx=z%dy.    Car,    puifque 

rf;»  eft  confiante,  on  aura,  en  difFérentîant ,  o=zzddf 
-^dzd/;    par   confequent  ddf=:—-^ — ,  &  en  fub- 
""ftituant   cette   valeur^  8c   zd/  au   lieu   de  dx  dans  la 
propofée,   on  aura ^-^— i-JB^/*  — v- C%^/* -4- 


D%^d/=zoy  ou,   en  divifant  par  dfy  &   multipliant 
par  «, — -4Jî6-hB«^/^C»*J/-+P:?;'W/=a,  equa- 
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tîon  différentielle  du  premier  ordre  a  deux  variables 
%  8c  ff.  En  int^rant  cette  équation,  on  trouvera  la 
valeur  de  «  en  / ,  ou  celle  de  /  en  s ,  &  fubitituant 
une  de  ces  deux  valeurs  dans  l'équation  dx:=:zdfy  on 
trouvera  l'intégrale  x  =  S*.  %  rf/  — v-  J^  confiante,  par  oh 
Von  déterminera  la  valeur  de  x  en  / ,.  comme  dans  le 
Problème  premier.. 

CCCCLV. 

CoRO^LLAiRE.  Il  efl  aifé  de  voir  que  Tintégrair- 
tîon  fe  fera  de  la  même  manière,.  &  par  les  mémes^: 
fiibilitutions,  lorfque  Tequation  propofée  dans  le  ProbL&- 
me  fécond  aura  dans  tous  (es  termes  des.  puiflancesL 
quelconques  de  ^^jv,  ou  de  ^/,  ou  leurs  produits;  bien 
entendu  que  toutes  les  différentielles  foient  homogènes 
dans  tous  les  termes^ 

On  peut  quelquefois  fe  fervir  dJes  mêmes  metlu> 
des,  quoique  dans  les  équations  différentielles  a  deux 
variables  «  &  /^ ,   la  confiante  ne  (bit  ny  d  ^,  ny  dy ,, 


mais  une  fônflion ,  comme  i^dx^-^dy^  ,    ou     comme 
/  ^  ;r  ;  on  va  le  voir  dans  les  Exemples  fuivants  ». 

CCCCLVI. 

Exemple  L  Soit  propofé  d'intégrer  reqùation/'^//i# 
r^zayddfç^^ad^dyy  dans  laquelle  JT  eft  une  fonélio» 

i^uelr 
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quelconque   de  /  &  de  confiantes ,   &  i/  n  efl:   fuppofée 

confiante  &  égale  a  l^dn^^^dy^ .  On  voit,  que  les 
deux  variables  finies  x  &  i^  manquant  dans  cette  équa- 
tion, &  du  étant  confiante,  on  fuppofera  dH^=:z%duy 
ce  qui  donne  ddn^rzdzduy  &  par  fubflitution  rdfdu 
zzziajfdxdu-^azdyduy  &,  en  divifànt  par  duy 
Tdy z=i%4yd%'-^a%dy  ^  équation  différentielle  du 
premier   ordre  a   deux  variables   %   i^  y.    Le  fa£leur 

qui  rend   cette  équation  complette  eft  *-^;  car  en  la 

t 

multipUaDt  par  ce  Êiâeur,  ou  en  la  diviiànt  par  a/* , 
eUc  devient  1ÉL^*11É1:±11ÉJL^   dont  l'intégrale  efV 


a/  ay 


Tdjf 


S, — f-t-j^.  confiante  =za»y  ,  d'oi  l'on  tire  «=rl^, 
i^  étant   une   fonction   de  /   &   de   confiantes 

= — i^ •    Or   puifque   J«  =  *^77I*^,   & 

^ue  dH'=^zdu  y    on    aura    d h*  =z%* d u* "=:%* d h* 
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pofànt  que  ï*  eft  une  fonâioa  de  / ,  &  de  conftantes 

r' 
=^— j=5.    On  trouvera  donc  1  int^rale » = S. r*^^ 

par  les  règles  de  la  première  Partie  du  Calcul  Intégrai. 

CGCGLVII. 

Exemple  XI.  Soit  propoIS  d'intégrer  requation 
Ty* ày àiC"  •-k'dudiu-=zo y  dans  laquelle  T  eft  une  fon- 
ction de  /  &  de  confiantes,  4»^=^l^dK*-i-dy*  ,  &  la 
différentielle  y  du  coudante.  On  voit  que  les  deux  va- 
riables  finies  i«  &  m  manquent  dans  cette  équation;  5c 
par  ce  ^tydit  eft  confiante,  on  fuppofera  du^sz/dn^ 

d'oà  Ton  tire  dd u  =/ d»dx^^^T  fubftitution  //* d/ d»* 
,^f*zd%dM*=::Oy  Tdy—z     %d%y  &  ,    en  intégrant, 

;y.r^,=-.^H-i^conftante,Or»=;^,  «'=757 


équation  intégrable  par  les  règles  de  la  première  Farde 
du  Calcul  Int^ral. 
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CCCCLVriL 

Exemple  III.    On  propofé    d'intégrer  l'equatlon 

Ty^dyd»'=idxdyàu^'-¥yàu^ddn--'yâMàuàdu^  dans 

£iqaelle  T  eft   une   fonfllon    quelconque   de  /,  &  de 

conffcantes,  8c  dit  ou  du  peut  être  priiè  pour  confiante* 

Si  on  prend  dx  pour  confiante,  on  aura  ddx=:oy 

le  terme  /  d u' d  d X  di^roîtniy  &  l'équation  deviendra 

Ty^ dyda^zzzdydu—'ydudduy  dans  laquelle  n,  &  »r 
manquent*  On  fuppofera  donc  </«==«  i«j;  ce  qui  donne 

ddu=dzdXj  &,  par  fubftitutîon,  ry^dydn=:z 
T^dydx^'—y^àx dx'y ou  Ty^dy  =z%*dy -—y  % d% .  Dî- 
vîfenr  par/*,  on  aura  Tdy^zxjT'dy^-^y"'  xd%. 


a  ..—  »■ 


&,  en  intégrant  de  côté  &  d  autre,  S,]rdy= — —  z*y 

Q  confiante,.  &y  en  raettaurpour  as  fa.  valeur,-^!,  ou 
aura  S.Tdyzzz^ — TJTy  ~ 


Si  on  prend  du  pour  confiante,  on  aura  ddu=zoy 
le  terme  ydxduddu  difparoitra ,.  &  l'équation  propofée 

deviendra  ry^dydu^z=dxdydu^-¥yduddx,    Suppo- 
iânt  dxz=zduy  on  aura  ddx=dzduy  &  par  fubflitu- 

tïoB  ry^dy.x^du'z:=7idydu-^-i'/dxdu^  ,  ou  hknrdy 
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=iilltZ^.  Donc,  en  iot^ot)  on  a  S.rdf 


y«* 


]  ^    I  ^  cwiftante  &  en  remettant  pour  x  fa  valeur 

0 

|i,  l'intégnile    cherche    eft    S,rd/=z^ ^^ 

comme  auparavant, 

CCCCLIX. 

Problème  III.  Intégrer  l'équation  différentielle 
du  troifieme  ordre  Adit^'^BJ/ddf-^CdMddf 
Ddy^'¥Editdy*-¥¥d»*dy^Gdt^z=,o^  dans  la- 
quelle i/N  eft  confiante,  &  les  deux  variables  finies  n 
te  y  ne  fe  trouvent  pas,  c'efl  a  dire,  que  les  coeffi- 
cients  A^  B,  C,  D,  £,  &c,  font  tous  conflans,  ou 
zéro. 

Solution»    £a  fuppofant  fulvant  la  règle  dyz^i 

%d9^j   on  aura  dd/=zdzdMy  d  f=iddxd9c;   8c  par 
fubfHtution   &   divifant  par  i/^r^  la  propofée  deviendni 

Àddz^BzdzdM^Cdndz^Dddz^Ez^dit^ 


Fzdn^-^Gdn^^zoy  équation  du  fécond  ordre  a  deux 
variables  z  ic  k  y  dans  laquelle  la  variable  finie  «r  ne 
fe  trouve  point.  On  trouvera  donc  par  le  Problème 
lit  l'intégrale  de  cette  équation  ^  par  laquelle  on  deter^ 


• 
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miaeia  la  valeur  âe.z  en  «,  &  en  confluâtes,  oi;  cel- 
le  de  M  en  «.  On  fubftltuera  une  de  ces  valeurs  dans 
la  différentielle  xi»,  &  on  intégrera  l'équation  d/:^ 
^dxy  dans  laquelle  les  variables  font  feparées.  Enfin 
procédant  comme  dans  le  Problème  L  on  trouvera  la 
valeur   de  /   en  ^   &  coq  fiantes ,   ou  celle  de  9$  en  /. 

CCCCLX. 

Co&OLLAiRE*  On  intégrera  de  la  même  manie* 
re  9  &  par  les  mêmes  fubftitutions  y  lorfque  les  puiffan* 
ces  quelconques  de  dxj  dy^  ddy^  ou  leurs  fonélions 
fe  trouveront  dans  quelque  terme  que  ce  foit  de  IV 
quation  propofée. 

Exemple  .    On    propofe    d'intégrer    lequation 

dyddyd  y^^^^dv^dyddji^ — d^^dy  — 3i/x  =t>, 
dans  laquelle  ^«  eft  confiante,  &  où  les  deux  variables 
finies  X  &  /  ne  fe  trouvent  point .    On  fuppofera  donc 

dy=r,%d99  ,  doîi  Ton  tirera  ddy^^zdzdiêy  d  y^z 
ddxdpcy  &  par  fubflitution  zdzddzdx^^+izdz^ X 
dK^—^z^dn^--^  ^dM^:=zoy   &    en    divifant   par   dsê^  y 

xdzddZ'^izdz^dM^^z^d^^ — 3  </ x^  =  0 ,  équation  a 
deux  variables  n  &  2;,  dans  laquelle  du  ctt  confiante, 


^ 
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oh  h  variable  9$.  ne  fe  trouve  pas  y  &  quoa  in  tarera 
(Art.  CCCCLV*^)    ea  faifant   dz=:udx\.    Car    cette 

fuppofition  donnera  ddz^=zdudxy  %dzddz=zxududx^y 

ÔV*  y  &  en  fubftîtuant  &:  divifant  par  dn^y  Iz  dernière 

«juation.  deviendra    zudu^^zxu^ dn — T^dK — ^d» 

=0y.  ou  bien ^  eu  remettant  -~  au  lieu  de  dxy  %u^d» 

—4*2  1*  zdz—%  dz—^'^dz^zoy  équation  du  premier 
ordre  a  deux  varhbles  z  Se  Uy  dont  on  cherchera  rin- 
tégrale  par  tes  règles  que  nous  avons  données:  pour  cet<- 
te  forte  d'équations»  Cette  int^rale  donnera  la  valeur 
^  u  Qïi  z^  9c  conftantes  ^  qu  on  fubfHtnera:  dans  Tequa- 

tîon  dz=zudxy  ou  ~=:/x,   &  en*  Intégrant  par  les: 

règles  de  la  première  Partie  du  Calcul  Intégral,  on 
trouvera  la  valeur  de  z^  en  x..  On  fubftituera  cette  va-^ 
leur  de  z  dans  Tèquation  df  =  z  dx  y  &  en  intégrant 
cmi  trouvera,  la  valeur  de  /^  en  x  &.  confiantes  «^ 

ccccLxr. 

Problème  HT-    Intégrer  Fequation  du  troîfîeme 

ordre  Ad^f-^Bdxdd/^^k-Cdx^^zoy  dans  laquelle  dx 
cft  confiante ,  &  les  coefficients  Ay  By  C  font  des;  fon- 
élioBs  quelconques;  de  h  feule  variàbk*  m  &  de  con- 
iitaatesy  ou  zéro. 
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SoLUTlOlï.     SupfsofaQt  dfz=zzd»^  &;  fubftituaac 
dd:cdM  au  lieu  de  ^  /^  &  dzdx  au  lieu  de  dd/y  la 


propofëe  devient  Addz^-^Bdzdx^-^Cdx^^zo^  équa- 
tion du  fécond  ordre  a  deux  variables  z  8c  x^  dans 
laquelle  dx  dï  confiante^  &  oh  la  variable  finie  z  ne 
fe  trouve  point.  On  cherchera  donc  par  le  Problème 
II.  la  valeur  de  s  en  x^  ou  celle  de  x  en  2s  ^  &  fubfti- 
tuaot  une  de  ces  valeurs  dans  la  difTérentielie  zdxy  on 
trouvera,  en  intégrant  Tequation  dfz=zdx^  la  valeur 
de  /  en  ^ ,  comme  dans  les  Problèmes  précédents  • 

CCCCLXII. 

Corollaire.  L'intégration  fe  fera  de  la  même 
manière,  &  par  les  mêmes  fubfHtutions ,  lorfque  les 
puiflànces  quelconques  de  ^^  &  de  i/^/,  où  leurs  fon- 
ctions fe  trouvent  dans  quelque  terme  que  ce  foit  de 
Tequation  propofée,  pourvu  que  d/  &  fes  puiflances 
ny  foient  pas.  . 

CCCCLXIIL 

Problème  V.  Intégrer  Fequatîon  différentielle 
du  xjuatrieme  ordre  a  deux  variables  Ad  y-^Bdxd  y 


'-+Cdx^dd/'-¥'DJx^zi::oy  dans  laquelle  dx  eft  confian- 
te^ &  les   ôoefficients  A^B^C^D  {ont  iuifii  cQoftaas> 
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ou  zéro;  ceft  a  dire^  que  les  deux  variaUes  finies  x^' 
&  /  3  &  la  première  différence  à  y  ^  avec  fes  puifTances  ^ 
ne  sY  trouvent  point. 

Solution  «    Suppofant  dyrmxàn^  &   fubfHtuant 

d  %dH  pour   d  jfyd  zds   pour  d  /^   &,  dv^d»  pour 

1///^  la propofée devient ^i/  %'^^Bdd%dn'-^Cd%dx^ 

m>f^Ddx^=zo  y  équation  du  troifîeme  ordre  a  deux 
variables  2  &  «,  dans  laquelle  dsê  &  les  coefficients 
AyByC^D  font  conflans.  On  intégrera  donc  cette 
équation  par  le  Problème  IIL,  &  on  aura  la  valeur  de 
%  en  X,  ou  celle  de  x  en  3;;  fubftituant  enfuite  une  de 
ces  valeurs  dans  la  diiTérentieile  xdn^  on  trouvera^ 
comme  dans  les  Problèmes  précédents^  la  valeur  de  / 

en  M ^  en  intégrant  Tequation  df:=r%JKy  o\i^=idK^ 


C^F.T. 


CCCCLXIV. 


On  peut  appliquer  cette  méthode  aux  équation? 
différentielles  a  deux  variables  du  cinquième  ordre  y  dans 
le  cas  oà  les  deux  variables  finies  x  &  / ,  &  les  diffé- 
renées  dfy  8c  ddf  avec  leurs  fonflîons  manquent,  d9$ 
étant  confiante  ^  On  peut  pailer  de  I^  aux  équations 
différentielles  des  autres  ordres  fupérieun,  &  trouver  le» 
equati<»is  oeceflaires  pour  les  rendre  int^rables« 

parmi 
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Parmi  les  équations  qui  ne  font  pas  fufceptibles  de 
la  méthode  précédente,  par  ce  que  les  deux  variables 
finies  s'y  trouvent ,  il  y  en  a  quelques  unes  qu'on  y 
peut  rèm^ner  en  prenant  pour  confiante  une  différentiel- 
le y  telle  que  tous  les  termes  affeftés  de  Tune  des  deux 
variables,  finies  difparoiffent ,  &  qu  il  ne  rélte  que  ceux 

qui    contiennent    Tautre.     L'équation    d^^  ^^dnây^ziz. 

ydxddx-^zi^dyàdyy  dans   laquelle   on   peut  prendre 

dxy  ou  dy  pour  confiante ,  efl  dans  ce  cas.   Car  fi  on 

fuppofe  dx  confiante ,  on  aura  dd^:=:oyU  terme/^  dndd» 

difparoitra,  &  Tequation  deviendrai/*' — dxdy^=z 
29cdfddfy  dans  laquelle  la  variable  finie/'  ne  fe  trou- 
ve pas .  Si  on  fuppofe  df  confiante  y  le  terme  indfdd/ 

diiparoitra,   &   on   aura  dxr — dxdf^=ifd9^ddxy   ou 

dx^ — dy^z=Lyddxy  équation  dans  laquelle  la  variable 
finie  x  manque  • 

Plufieurs  autres   cas    fe  ramenèrent    facilement   a 
la   méthode  précédente    par     de    fimples   fubflitutions . 

Par    exemple,    fi    dans    Tequation    oT ddx:=^yddy^^ 

dy^-^y^ dy^ y    on    fuppofe  ydy=zd%y   ou    —yy=:%y 

on  2i\xn  yddy^^dy^=zddzy  y^dy^=:dz^y  &  en  fub- 

nituant  dT ddx'=idd%^¥d%^ y  équation  dans  laquelle 
la  variable  finie  %  ne  fe  trouve  pas. 
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'  Mais  nous  allons  expliquer  iine  méthode  fondée 
fur  les  principes  du  Calcul  Exponentiel ,  par  laquelle  on 
pourra  transformer  un  grand  nombre  d  équations  difië- 
rentielles,  qui  renferment  leurs  deux  variables  finies, 
en  d>aatres  dans  lesquelles  Tune  des  deux  ne  tè  trouve 
pas. 

CCCCLXV. 

Lemme.  Suppo(^  que  e  {bit  le  nombre  dont  le 
logarithme  eft  Tunité,  &  que  x=se  ",  é  étant  con- 
fiante, &  M  variable,  on  aura  d)i:=^be  "  duy  ddxzsz 


i 


bbdu')y     etc. 


hu 


Démonstration.  Puifqu'on  fuppolè  x==^  ,  & 
Z.^=i,  on  aura  XNM=Zr.ff  *==i&».£.^=i^»;  &,  en 
difiërentiant,  d,L,tt=z^-=,bdu\dM-=:bMdu'=ibè"'du] 
en  prenant  les  fécondes  difiSfrences ,  ddM:=zb)tddu'-^ 
bdMduz=.be'"'ddu^bbe"'du*z=zbe'\ddu'^bdu''y, 

en  prenant  les  troifiemes  différences ,  d  x=zbe    (d  u 
2bduddu)'^bbe'"'du{ddu^bd»*)=zbe"'{d\ 


îbduddu^bbdu^)y  &  ainfi  de  fuite.   C.  ^  F.  A 


IL  Partie.    Chap.  VI.  *      307 

,      CCCGLXVL 

Corollaire  I.  Si  on  fuppofé  Jx  confiante,  on 
aura  4ldM  =  o^=zbe  {ddu-^bdir)  ;  par  confeauent 
4du^:^—-bdu*  . 

CCGCLXVII. 

Corollaire  II.  Si  on  fûppofè  y^ze^^t,  k  étant 
confiante,  &  /  variable,  on  aura.  d/=,e  (ktdu-^ 
df),  &  ddy^e^''{ktddu'^kktdn*-¥zkdtdu^ 
ddt).  Car,  puifque/=tf  */,  on  aura  ,  en  difFérentianr, 

dy=:tjJ''-^J"'dt^ktJ'Uu'^e^''dt^e^\ktdu 
^t-dt);  &  en  prenant  les  fécondes  différences,  on  trou- 
ve ddf=/\  d{kfdu'^dt)'^{ktdu'^dt)dJ''  =3 
t^"  {ktddw¥kdtdw¥ddf)  H-/^/ V«  {ktdw¥dt)  = 
<^''{ktddu'-¥kkfdn*'¥ikdfdu^ddtr), 

CCCCLXVIII, 

Corollaire  III.  Si  dans  une  équation  différen- 
tielle  a  deux  variables  »  &  / ,  on  fuppofé  «  =  ^  * ,  & 
/;=ff**/,  &  quon  fubfHtue  les  valeurs  quon  tire  de 
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ces  deux  fuppofîtions  au  lieu  des  variables  x ,  &  / ,  8é 
de  leurs  différences  dn^  ày  ^  ddx^  ^^^>  &c.y  lequa- 
tion  fera  transformée  dans  une  autre  a  deux  variables 
Uy  8c  fj  telle  que  la  variable  finie  u  ne  fe  trouvera 
que  dans  les  expofans  de  ^,  ou  dans  les  quantités  ex- 
ponentielles e^^y  e^**;  &  fi  Tequation  propofée  ne  con- 
tient pas  les  premières  différences  dn^  d/^  ou  leurs 
puiflances  ^  &  les  fécondes  différences  ddx  ^  dd/j  & 
qu'on  Êiffe  difparoitre  toutes  les  quantités  exponentielles 
dans  l'équation  transformée,  elle  deviendra  uuq  equa* 
tion  a  deux  variables  u  ^  8c  t^  dans  laquelle  la  varia* 
ble  finie  u  manquera ,  8c  qui  ne  contiendra  que  les 
premières  différences  du^  dty  8c  leurs  puiflances,  &  les 
fécondes  différences  ddu^  ddr;  cette  équation  pourra 
s'intégrer  alors  (par  le  Problème  Art.  ccccliii. ). 
Nous  allons  faire  voir  dans  les  Problèmes  fuivans,  que 
cette  méthode  reuffit:  i.^  Lorfque  l'équation  propofée 
n'a  que  deux  termes,  8c  qu'elle  eft  comprife  dans  cette 

formule  ax^dx^^:/^ dy^'^^  dd/^  dans  laquelle  dx  tR: 
fuppofée  confbnte:  a.^  Lorfque  la  fomme  des  expo- 
fans  des  variables  x  &  / ,  &  de  leurs  différences  pre<> 
mieres  &  fécondes  dx^  dy  ;  ddx^  ddy  eir  la  même 
dans  chaque  terme  de  l'équation  propofée;  car  alors  en 

fuppofànt  «  =  ^,  &^  =  ^''/,  on  pourra  faire  difparoi- 
tre par  la  divifion  toutes  les  quantités  exponentielles 
de  Tequatioa  transformée:    3.^    Lorfque  la  fomme  de^ 


f 
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expofàns  de  l'une  des  deux  variables,  par  exemple  de 
If,  Se  de  fes  différentielles,  eft  la  même  dans  chaque 
terme  de  l'équation  propofce;  car  alors  en  fuppofant 
cette  variable  x=tf*,  on  pourra  encore  £ûre  dilparoi- 
tre  par  la  divifion  les  quantités  exponentielles  de  la 
transformée . 

CCGCLXIX. 

Problème  VI.    Intégrer  les   équations    âiSérta.- 

tielles,  telles  que  aM^d»  ==/" Hjr'^ * ddjf ^  dans  laquel» 
le  du  eft  confiante . 

Solution.    Soit   x^e"*,  Zn  y=^è"*t;  k  Se  h 
font  des  confiantes  arbitraires,  qu'on   déterminera  dans 

la  fuite  de  l'opération .  La  fuppofltion  de  m  =  ^  *  don- 
ne x"=ze"*  " j  dx=zBe  "du^di^^-b  ^  "dvf'y  l'autre 
fuppofltion  de  /  =/ "/■  donne  / = «f^  *  "^^  j  <^/  =e* "X 

ddy  =  e*''(ktddu-^kkfdu*'+2kdfdu'+ddt);8cçit 
CQ  que  dx  efl  confiante,  on  aura  (CCCCLXVI.)  ddu=:.-— 

Bdu*,  &  en  fubflituant  ^xuddu  cette  valeur  dans  celle 

de  </<//,  on  trouve  ddy:=ze^''{ — kbtdu^-^kktdu*-^ 

zkdidu^ddt)^e'"'{ddt-^lkdtdu^{kk—kb)X 
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tdu^).    En  écrivant  toutes  c^  valeurs  dans  Tequati on 

propose,  elle   devient   4^'"*''//*''i/i/'  =  /*%*  .  X 

^kb)tdH'y  ;   c'eft    a    dire  ,    ^//'^'-^'^'^i// 
^^'''^f^''^^''p''{ktdu^dti'^^{ddr-+zkdtdu^ 

(kk — kb)tdu^)^  Pour  faire  dîfparoître  les  exponentielles 
de  cette  équation ,  on  n  a  qua  les  fuppofer  égales,  &  enfuite 
divifer,  &  on  zyjn^Lmhu'^^phu^znku^^pku — ku^  ou 

>T=^"J||^T'v  On  peut  donc  prendre  le  nombre  quoa 

voudra  pour  Tune  des  confiantes  indéterminées  bj  ouk 
ky  8c  déterminer  enfuite  Tautre  conAante  par  Tequatioit 
que  nous  venons  de  trouver*  Ainfi  fi  Ton  prend  b=z 
n-^p'-^  I  y  fbmme  des  expofants  de  /,  &  de  fes  diffé- 
rences dans  le  terme  y^à^^^ àdy^  on  aura  ^=:w 
«4*^,  fbmme  des  expofants  de  n,  &  de  d»  dans  lautru 

terme  an'dtf ;  fi  Ion  prend  ^=i,  on  aura  i^=: 
''^^T'^  ^^*  en  divifant  toute  Fcquation  transformée 

par  fa  quantité  exponentielle  ^  quon  fuppofe  prefente^ 
ment  être  la  même  dans  les  deux  termes  y  cette  e^ua- 

ûoni^itntJ'Uf/=i'(Jttdu^dpy^{ddt^^ 
{kk^r^kb)tdu'^'}y  laquelle  ne  contient  plus  qu'une 


/ 
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des  variables  finies  t^  avec  les  premières  différences  du^ 
dt^  Se  Iz  féconde  différence  ddf  nous  delignerons  cette 
équation  par   (A). 

On  pourra  Fintégrer  en  fuppofant  Ju:^zdpy   car 

on  aura  par  cette  (up]^£itiorL  dd té ^zdzdt^^t^z ddf;  8c y 

par  la   fuppofîtion  de  dx  confiante^   &   de  du^=z%dfy 

on  zddu=z—'hdu^=::—^Bzzdp^;  donc  — bzzât^z^z 

izdt^zddpi  d'où  l'on  tire  ddt=:^bzdt^^i^^  . 

Subltituant   dans  Tequation  (ji)  h   valeur   de  du  y   8c 

céXededdtyOnzyiTzaff  z^d^=it'^{kztdt'^dty~^X 
{-.6zdp^^^^^2kzdr^^(kk--H)z^fdp^y, 

ou  bien^  en  divifant  par  d/^^  ^  &  multipliant  par  z^ 
on   aura  (B)aB\^'dp:=:z/'(kzr^tf^\2k—h. 

xzdt^^kk — kb.  z^dt—dz)  ,    équation   du   premier 

ordre  a  deux  variables  %  8c  t^  dont  on  cherchera  l'in- 
tégrale par  les  règles  données  pour  cette  forte  d'equar 
tionS)  après  y  avoir  fubftitué  les  valeurs  de  i&  Se  de  ky 
qu'on  aura  déterminées;  &  on  aura  par  cette  intégrale 
la  valeur  de  «  en  r,  ou  celle  de  /•  en  %;  d'où  l'on 
tirera,  par  les  règles  de  la  première  Partie  du  Calcul 
Intégral,  S.zdfy  après  avoir  fubftitué  dans  la  difiéren- 
tielle  zdf  h  valeur  de  k  en.r,  ou  celle  de  t  en  %#    . 


'ly 
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CCCCLXX. 

Corollaire  I.    Suppofant  qu'oa  ait  pris   b=. 

* 

jt-k'p'-^i  ^  &  par  confequent  ^=w-<-^,  les  fuppofî- 
tions  de  *=/*,  de  /ssr**/,  de  du-=::%dt^    Se  par 

confequent  de  u^=zS.%dt^  donneront  x  =  f" ~*"^ ~"  ^*  ^* *    , 
&/'=fF+^*^**'"?,  ou  L.#«  =  (»-+/>— OS-.afif/.X 

CCCCLXXI. 

Corollaire  II.  Dans  les  mêmes  fuppolîtions 
on  aura  S.%dt:=^  „^p_t  ?  &  en  différentiant,  %dt=z 
7 ^i — r-;   on  aura  de  plus  L.y=z(m^-^p)S.zdp 

i.^*""*"'""  ;     par    confequent'  y=:zt)C'*^~^  ;   f= 
f^  •-'■/-i    /^^^.    jj^jj    j.^^    j.j.g    jg__. 

-5^T=J ' /  «.^>  N      •     I>o°c  , 

fi  on 
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^  on  a  la  valeur  de  «  en  /* ,   ou  celle  de  r  en  % ,   on 
i>ourra   trouver    le    rapport   de    ^   a  /.     Car   puifcjue 


^^^=^jx''*^'^'  y   fi  on  a  la  valeur  de  a   en  ^,   on  aura 
^^ile  de  %  en  /  «'  "^  '    \  qu'on  pourra  fubftîtuer  dans 

«^mtlOn  2  = .-m-i ^n.^p 

deviendra  par  Ik  une  équation  diffêrentielle  du  pre« 
Ver  ordre   a  deux   variables  h  Jk  y  ^  qu  on  in  tarera 
r  les  règles  connues» 

CCCCLXXIL 

Exemple  I.  On  propofe  de  réduire  au  premier 
ordre  lequation  xdxdf=:=:/ddf^  dans  laquelle  dx  efk 
confiante.  Comparant  cette  équation  réduite  a  la  for- 
me 9idx=iydf~^  ddy  y  avec  la  formule  générale 
ax^ dJ  =zy* d}^'^^ ddf  y  Ott  trouvera  az=iiy  m=:î 
^^ n  =:^ ,    T ^^^  "^^~'  =  —  ;    donc  ,    fi    Ton    prend 

^  ==  I  •  on  aura  /&  =  —  <.  &  mettant  ces  valeurs  dans 

Tequation    du  premier  ordre  (fi),   o\x  ah  z,         (if=z 

R  r 
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ii%)y   OQ    aura    ^%*dt==.f(zf--¥i)^^(^zzdf 
—  a'^/— ^»  j;   Scj  en   rcduilant,    "s^ tdt^^z  dt 


Mais,   fi  ou  prend,   comme  sous  avons  fait  dans 
le    CorolL  !•,  ^=;:»hh^— j  =  i,    &  par  confequent 

^=:m-^^==:î,  on  aura  par  Tequation  (B),  «*4f/=: 

/(z»**-»-!)    '(3«»<//-+î%  idf-^dz);  Sçy  en  redui- 


iant,  %T^ dt-^%  df^:^'^%%tdt^zi^ fdt — /i/«, 

CCCCLXXIIL 

Exemple  IL    Soit  propofé  de  réduire  au  premier 
degré  Tequation  ^'=j^y   ou  an^^ àn:=:z/^^  X 

djT^^  ddy^  dans  laquelle  J^  eft  confiante #  Compa- 
rant cette  équation  avec  la  formule  générale,  on  trou- 
ve ;i»=— .1,^=1,  n=z-^i^  on  auroit  donc  dans 

ce  cas  -7=^  "IT^'  ^^'"^"^  nombre  infini;  doù  Ton 
conclût  que  la  méthode  ne  peut  fervir  dans  cet  exem- 
ple ^  Mais  alors  la  reduélioa  au  premier  ordre  eft  fa* 
cile,  car  on  a  aydydH'==:^9^ddy ;  or  dn  étant  con- 
fiante,  Hntégrale  du  terme  aydydn  eft  ^ay^dx^  & 

Tintcgrale  de  lautre  terme  xddy  eft  9çdy — ydx';  pui/^ 
que  la  différentielle   de  xdy — ydx^    en  fuppofànt  dn 
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CDo/bate  ,    cft   uddy-^àuày — dndy^-^nàày  \    oa 

aura  donc    ^afjfdK=.»dy — /d»~irCdMy  C  etanc 

tme  conftame.. 

Il  feroit  imitile  de  rapporter  ua  plus  grand  nom^ 
bre  d'exemples  y  qui  peuvent  tous  fe  refoudre  aifément 
par  le  ProWemc  précèdent..    Aînfi  on.  voit  q^ue  Tequa- 

tïoa  yddf=z9tdxdyy,  qui  a:  embaraffé^  autrefois  les 
plus  grands  Calculateurs^  fe  réduit  facilement  par'  la 
ixijethxxle  du  Problème  ••  Nous:  aflbns;  malmenant  paffer 
au.  fécond  Cas  y  Veft  x  dfre,  lorfque*  la  (omme  des-  ex- 
po(ans  des  variables  &  de  leurs  différences  premiieres^ 
&  fécondes:  eft  la^  mâme:  dans,  chaqiie^  terme  de  ^èq;^a«- 
dba- 

CaCCLXXlV.. 

PkoBLEME  VIL     Intégrer*  lès*  équations  différent 
tîelles  qui  fe.  rapportent   a;  h^  formulé^  générale*  a:^  X 

:s:z.ddf  y  dans  laq.uelle  dn  ^  conftantey  &  la:  fomme 
iksr  dîn»en(ions^  des  variables  finies  m;  &  /^  &  de  leurs: 
diffârences  dsîy  dy  y  d  dy  eft.  la^  même:  daaS'  chaqjae; 
terme*. 

Solutions    II  eff  Êicile-  dé*  voir  par  le  Lenraiei' 
précèdent  y  &  fes«  Corollaires^   que^.  (i  on  fuppofe  dans 

ces.  Ibnes;  d'èqiiaxlons*  »:=z^e' y  &.  / z=^e' py  les.  quantités' 
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exponentielles  feront,  après  les  fubiUtutions ,  les  mêmes 
dans  tous  les  termes  de  Tequation  transformée,  &  qu- 
on  pourra    par  confequent   les  faire   difparoitre   par  la 

divifion.  Car,  puifque  *  =  ^*,  on  aura  «'"  =  ^'"'*,  x* 
=  e"*y  dx=e''tiuy  </«^  =  /*</w'',  &  de  même,  puif- 
que/=r*/,    on  aura  /""*""" '=tf"~ •"*""* r" "''"*, • 

df*-f=:c*''-^''(tdu^dfy''f&c.;  ddy^^ze^X 
(ddf-^2dudt-i'fdu*-+tddu),  &,  a  caufe  de  di$ 
confiante,  qui  donne  ddu^z—^du^y  on  aura  ddvxzz 
e''{ddt'¥idudt), 

Subilituant  ces  valeurs  dans  la  formule  propofée ,  elle 
à&v\tDXe''{ddt-k-idudt)=:ae^'*,e^'"'-"'i""-\X 


/V«?.<?*— '"'(^,/»-4.^r)*-^-4-^eîyf.==4*%-'"-*X 


dt^{tdu^dt)*-f^bc''t-'"-^du^{tdu^dt) 
©•f. ,  &  divi/ànt  toute  l'équation  par  la  quantité  expo- 
nentielle, tf*,  qui  fe  trouve  dans  tous  les  termes,  on 
aura  ddt-¥idudt:=zat-'^-' dt^ {rdu-^dt)*-'^ -¥ 

^f""''^  du^(f du-^df y ^^ -*-&€,,  équation  a  deux 
variables  »  &  /,  dans  laquelle  la  variable  finie  u  ne 
le  trouve  pas,  &  qui  ne  contient  que  les  premières 
mfférences  </«,  df  avec  leurs  puiflknces  ou  produits,  & 
la  féconde  différence  ddt  za  premier  degré. 
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On  ruppofera  doac  dM:=z»dfy  ce  qui  donne  ddu=z:, 

'Siàd  f'"*-d% df;  mais  les  fuppofitions  àtdn  çonfhnte ,  &  de 

du-=:.%dt  donnent  ddu=s. — d u*  =::-^»* d f* ;   donc  — 

x*dt*='%ddt~¥dzdfyS(.ddfz=i ^-^zdf*.  Doac  y 

en  fubftituant,  on  aura  i'equation  fui  vante  -^  -^  —  %«/>* 

dfy-f^hr""''^»'df'(zfdr^dty'^^&c.yOVi 
bien    {A)  «^/-^=4/-'"-V^/(2/w.ir-^-4- 

^/-^"~*«'<//(»r-4.i)*""*-4-Ô'c.,  équation  différen- 
tielle a  deux  variables  «  &  r ,  &  qui  ne  contient  que 
les  premières  différences  dzy  <//,  ou  leurs  fon6Hons, 
dont  on  cherchera  l'intégrale  par  les  règles  données 
pour   cette    forte   d'équations. 

Mais  puifque  du=^zdfy  &  par  confequent   «== 
S,zdty  on  pourra  réduire  tout  de  fuite  la  propofée,  en 

faifant  «=/**''',  ac/=/'^'''?;  car  ces  deux  fuppofi- 
tions donnent  (  par  le  Lemme  Art.  ccccLXV.  &  fes  Corol- 
laires) dx==e^''"^'zdf;d^.=z/-^''\xfdt-*'dp)y8cdd:t 

4 
I  k 

=e^''^'''(zddt'+dzdf'-\-zzdf^)  y    d'où   l'on    tire,  a 

caufe.de  ddn^zoy  ddt=z — zdt^ 2— 1    comme  on 

Ta  trouvé  cy-deffus. 
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CGC  CL  XXV. 

Exemple  I.  Soit  propofée  rcquation  uàxdy 
fd9i=^yyddf^^  Pour  la  comparer  avec  la  formiîlè  gé- 
nérale, on  Tecrit:  aiafi  M/^^àKày — y^^  dK^=zddfy 
8c  on  trouve  4=1,  nr=iy  pr^=:j:y  fr==:oy  b=z — i ,, 
^=:2.  Suhftituant  ces.  valeurs;  dans.  L'è^uatioiË  {A) y  elle^ 

devient:  x:df  z=pT^*%.dt\  «^-4-1  )—/"^*  %?dt  (%  r 


i)=z, 1^ — =;-—;;    dou:   ion:    tire 

x''t^dt--t'd%;=^dt,-  ^i'dt-^%''dt^eà%;  i/>— . 
•^«  =:-r;.  &•,  en  intégrant.»  /•+— =r— -— — KCcon- 
i&tnte  ;;    c  eft  a    dire ,   /*  «-*+-as=-^f-4-C>«',>  &  8;=2: 


Cn — r* —  X. 


..   Mais:  du'=^%dty^  &.  »=  jf  ;;    doncjA 


y  te  duzn:^  ^^;     _■.  D'iuE autre?  côté  om 


a:  4f=e*^  par  confequent  JLMz=Uy  &,.  cff  dîfférentiâut 
^'^=zdu..  Donc~=::       ^[       #.  On:a.aufliiy=:g*^V=: 

H,t;:  tz=z  —  y  dt=:: — ^— ^ — ..  Subffituant  ces;  valeurs^ 


jrr 


i/»-  rrfir- 


de:  ty  &:  de'  ^>  dans;  reqnatîoil  —  =r. ^ ^  om 

trouvera,  par  reduâiba  C^^ip:==y^/-+^^;».. 
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CCCCLXXVI. 

Exemple  IL    Soit  propofée  Tequatioa  /*Jx'-4» 

àxddy=zûy  daos  laquelle  dx  dk  confiante^  &  qui  eft 
dans  le  cas  du  Problème  précèdent,  puifque  la  fotnmfi 
des  expofâas  des  variables  finies  «^  /,  &  de  leurs  di^ 
férences  dn^ây^  &,  ddy  eft  la  même,  fçavoir  5,  dans 
chaque  tenne«  On  fuppafera  donc,   comme  dans  la  fo* 

lution  du  Problème  jc^=ze^^  Se  y=ze*r^  d'où  Ton  tire 


dM=ze'du^d/=z/^(fdu'^*'df)^  &,  a  caufe  que  ddn 

=:o^ddy=:e^(ddt-^2dudr)^  Subftituant  ces  valeurs 
dans  i  équation  propose  ^  «lie  deviendra  après  les  redu* 

fiions  ordinaires  la  transformée  (B) dr ^'^il td u d f^ ^^ 


s^ dtdu^^-¥tdtdu'^^tduddf-^^t^ duddî^r=io^  dans 
laquelle  la  variable  finie  1^  ne  fè  trouve  pas% 

On  fera  donc  du^=z%dt^  d'où  Ton  tirera ^  comme 
dans    la  folution    du   Problème ,    ddu:=:-'^du^  ziz--^ 

%Up^=id%df^xddt^  &    ddtz^z^xdt'^-J^^. 


Après  avoir  fubftitué  ces  valeurs  dans  Tequation  (i5), 
on  aura  la  réduite  dt^^rt^dt — tdx-'^f^dz^io^ 
ou  bien  (r*  —  t)d%^\'Zt%dt^^dp:=zoy  équation  qui 


/ 
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eft  dans  le  Cas  de  l'Art.  cccLXXXii.,  &  dont   Tinté- 
grale    trouvée    par    la    méthode    de    cet    Article    eft 

(/•— !)*%—«-/•  —  L.t:=:C  confiante* 

Mais  par  la  fuppofition  de  du=zzdt^  on  a  2;  = 


Jh 


7-;  donc,  en  fubftituant  cette  valeur  de  z  dans  Tiatc- 


grale,  quon  vient  de  trouver,  on  aura  (r — lYdu 
tdt  —  dt.L.t:=Cdt^  ou  du=z ^  &^ 

en  intégrant,  </»=:  ^^^  ~^^' — --♦•J^*  conftante*    D^un 

autre  côté  on  a  jp  =  ^*,  &/  =  /^;  ce  qui  donne 
u=^L.n;  f=zHt^  &  rrr:— •  Donc  ces  valeurs  de  Uy 
&  de  r  eunt  fubfUtuées  dans  Fintégrale  qu  on  vient  de 

trouver  ,    on    aura    1»^=  '      ^ — ^^ — î--4-j^= 


7~« 


^^C.^,L.,^j^L..^!^.^Q^  ^  j,^^  j,^^   ^-^^^    ^^    ç^^^ 


pofant  C-»-J^=»i,  &  i-+j^=:»,/L.x — x.L.n=:; 

ML.X0 

Ces  deux  exemples  Tuffifent  pour  faire  comprendre 
la  refolution    de  tous  les  autres   femblables»     Au  re/le 

il  eft  clair  que  Tcquation  différentielle  ^^dd/=:9(dxdj^y 

dont 
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dont  nous  avons  fait  mention,  &  qui  eft  réfeluble  par 
le  premier  cas,  l'efl  auffi  par  celui-cy.  Nous  paierons 
maintcDant  au  troiiieme  cas,  fçavoir,  lorfque  la  fomme 
des  expofans  de  Tune  des  deux  variables  &  de  Tes  dif- 
férences eft  la  même  dans  chaque  terme  de  la  propofée. 

CCCCLXXVII. 

P&OBLEME  VIII.    Intégrer  les  équations  diflféren- 
tielles  qui  fe  rapportent  a  la  formule  générale  dtTàdy 

</ ^  i^/'"  "*"*""'-+ Ô*?. ,  dont  la  fomme  des  expolàns  de 
«,   &  de  </»  eft   la  même,  fçavoir  w,  dans  tous  les 

termes  </*  eft  conftante,  &  P,  J^,  1^,  <^c,    font  des 
fondions  quelconques  de  /. 

Solution.    Suppofant   «  =  / ,   on   aura   «*"  = 
du  y  (yc.y  &  ddu=z — du*.  Après  avoir  fubftitué  ces 


valeuR  dans  la  formule,  &  l'avoir  divifée  par  e  , 
qui  fe  trouve  dans  tous  les  termes,  on  trouve  la  trans- 
formée    du'^ddyz^Pdf-^^'^^du'dy'"-^'''"''^ 

Rdt^ d/"^*''^-^(yc.y  dans  laquelle  la  variable  finie 

»  ne  fè  trouve  pas. 

Ss 
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On  fera  donc  du:=z%d/y  d*où  Ton  tire  ddu'^i 
.««1^,^*=— »*^^*=:2;J^y-+^%^>'  ;  par  confequent 
idy:=i^^%dy^  —  iliL  .    En    fubftituan t    ces    valeurs 


ifi*+ 1  j    m 


dans    la   transformée,    elle  devient  —  a""^  dj^ 

d/^^^&c.y    &    en    divifant    par   ^/*"*S  on  a — 

^"^-^^ dy  —  ^^^ dx^Fdy^^"" dy^RxUy  (yc.  ; 
équation  du  premier  ordre  a  deux  variables  %  &  ^  , 
dont  on  cherchera  Fintégrale  par  les  règles  connues; 
ce  qui  donnera  la  valeur  de  %  en  /,  qu'on  fubftîtuera 
dans  Tequation  du=z%d/.  On  trouvera  enfuite,  parla 
première  Partie  du  Calcul  Fintégrale  u=zS.zd/^  8c y 
par  ce  que  L.M:=:uy  on  aura  L.xzzzS.%dfy  équation, 
qui  ne  contiendra  que  les  deux  variables  m  &  /,  &  des 
confiantes  « 

Il  eft  évident  qu  on  auroît  réduit   tout  de  fuite  la 

propofée,  en  fuppofant   «=/**''-^;  car  cette  fuppofition 
donne  (parleLemme  Art.  cccclxv*  &  fes  Corollaires  ) 

dM  =  e^''''*Udf;ddx:=e^'''''^(dzd/^zddf'^z^d/) 
:=:oy  par  confequent  dd/ — ;  g  d|;^^  ~- ^^^  comme  on 
la  trouvé  plus  haut* 
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Exemple  .  On  propofe  d  intégrer  Tequation  2  adpo^  dy 

^^axdxddy'^iixdp^ày^'+ix^ydddy y  dans  laquelle 
iJN  eft  confiante,  la  fomme  des  expofans  de  ^  &  de  dn 
eft  2  dans  tous  les  termes,  &  les  coefficiens  la  8c  2 
des  deux  termes  où  fe   trouvent  d/^  font  des  fondions 

de  y^  &  de  confiantes.    Suppofant  x:=^/*^'^^y  on  aura 

iixz=e^'''''^zd/;ddf=z^zd/-^^2^;  ces    valeure 

étant  fub/lituées  dans  l'équation   propofée,   elle  devient 

lae^^-'^'^^^d/  -^a^^""^'7.Uy^—  ae''  ^'^'^^  d%d/ 

en   divifànt  par  ^*^'^  ^,  qui  fe    trouve   dans   tous  les 
termes,  on  a,  après  la  reduftion,    &  après  avoir  divifé 

par  dy^ y  a%  dy — -ad%'=L — '^— ^,  ou  bien  ady=^ 


tldl — Lflij  équation  dont  Tintégrale  efl  ay=z ^-*- 

-î-  -+  C.  confiante  •  On  peut  trouver  par  cette  intégrale 

h  valeur  de  %  en/^  la  fubflituer  enfuite  dans  la  différen- 
tielle %dy^  8c  trouver  en  intégrant  Fcquation  finie  X.itf 
^zLS.zdy.  On  peut  auffi  par  la  fuppofition.de  L.x=z 
S.zdy  réduire  la  propofée  a  une  équation,  qui  ne 
contienne  que  les   premières    différences;    car   puifque 


324        Elemens  du  Calcul  Inte'grâl 
£.  M = S*.  « <// ,  on  aura ,  en  dlffi^reatiant ,  ~  =^zdf;x. 

jjj  ,  & ,  remettant  cette  valeur  dans  l'intégrale  a  y 


C  ZZ 

CdH*. 


C,  on  aura  aydn*z=zHMd/*-^axdxd/ 


CGCCLXXVIII. 


Problème  IX.  Intégrer  les  équations  différentiel- 
les ,    qui    font   contenues    dans    la    formule   générale 

dH'"''UdH=zP/'dy"-*'^'h^x'"'-''dfl'd/'-""^'^ 

'^RH'"'-Un^djr''f'^^^(src.,  d4ns  laqueUe  d^  eft 
conftante,  P,  j^,  R^  &c,  font  des  fonSions  de/,  la 
fomme  des  tx|>ofans  de  «  &  de  (es  différences  </«,  ddit 
eil  m  dans  tous  les  termes. 

Solution.  On  fuppofe,  comme  cy-deffus  «=<?* 
dM^ff'duy  ddx=::ff'{ddu-l'du*),   &  fubflituant  ces 
valeurs  dans  la  formule,  on  a,  en  divifànt  par  e'^^om 
fe  trouve  dans  tous  les  termes,  la  transformée  </«*"*"* 


-¥du'^'dduz=zPdjr^^^^du''d/'-^-^'-^Rdi^X 
<(^'"'"^~**^-*-Ô'f.,  dans  laquelle  u  manque.  Il  feut 
donc  fuppofer  du:=i%dy\   ce  qui  donne  ddu=:dxd/, 
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a  caufè  de  ây  confiante.   Subflituant   ces  valeurs  dans 

la  transformée,  elle  devient  a*" ~**'</^ '""'"* -+«'""*  y^ 

&,   en  divifant  par  dy* ^  on  a  »'""*''<//^«'"""*</z= 

Fdy^^dy-^K^ dy^(yc,^  équation  différentielle 
du  premier  ordre,  a  laquelle  on  parviendroit  d'abord, 
en  faifànt  jp=:f/-*''-^. 

Exemple  «    Soit    propofée   Tequanon    zdxdy^z 

addx—fddxy  ou  x^ ddx=::  \^J  y   dans  laquelle  dy 

eft  Tfondante,  la  fomme  des  expofans  de  x,  Se  de  Tes 
tliiFérences  dx  8c  ddx  efti  dans  chaque  terme,  &  le 

coefficient  — ^ —  du  terme  où  fe  trouve  dy  eft  une  fon- 

flion   de  ^.   On   fera   donc  «  =  r^-^''-^,//x=^^-^''^X 

xdf,  ddx=e^*'''^J^(%^df^'^zddf'+dzd/)  .  Mais 
comme  J/  eft  conftante,   on  aura  dd/:=:Oy  par  confe- 

quent  ddx=:e^''^''^(%^ d/^-^^-dzd/).   Subftituant   c« 

valeurs  dans  la  propofée,  on    trouve  2zd/^=za%^dy^ 

^--¥adzdf — zzydy^ — ydydz\  &  en  divifant  par  dy^ 

on  a  T.zdy'^zzaz  4^^-¥adz — zzydy — ydz^  équation 
du   premier  ordre.  On  peut   réduire   tout  de  fuite  la 
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propofée    en    la   mettant    fous   cette   forme    2dxdy 
j^dd:9=::addxj   dont  l'intégrale,  en   fuppofant   d/  con- 
ftante,  eH  /ddÇ'^Hdf^zadx'^Cdf. 

CCCCLXXIX. 

Les  méthodes  précédentes  peuvent  s'appliquer  éga- 
lement a  toutes  les  équations  différentielles  de  quelqu  or- 
dre quelles  foient,  pourvu  quelles  fc  trouvent  renfer- 
mées dans  les  cas  énoncés  cy-deffus.  Soit  par  exemple 
l'équation  générale 


-^     ■     ^«       '    Jy*    ~^   /»'  ^"Zf" 

dans  laquelle  les  quantités  A^ByC^D  (ffc,  reprefenteat 
des  confiantes,  ou  des  variables  finies  &  des  confiantes 

avec  les   conditions  requifes.   Soit   fait /=^  *^  ',  on 
aura  (  par  le  Lemme  Art.  ccccLX v.  ) 


^'  d7^  \r^^dx]y  j^s     ^       V.  ^  ^x      dx'j 

(4  6zzdz  ^zddz        ^dz*  d^  z  \ 

^*  Jx*  dx^  dx^  J 

Si  on  fubflitue  ces  valeurs  dans  Tequation  propofée,  el- 
le fera  divifible  par  /*^^*,  &  elle  deviendra  de  l'or- 
dre ;»—-i.  Il  eft  évident  que  cette  méthode  efl  ap- 
plicable aux  trois  cas  précédents;  par  exemple  au  pre- 
mier, en  faifant  les  coefficients  égaux  a  zéro,  excepté 
ceux  des  deux  termes  qu'on  veut  réduire  a  un  ordre 
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inférieur,  &  dans  les  deux  autres  cas,  on  déterminera 
A^  By  C^  Dj  &c,y  enforte  que  les  termes  ayent  les 
conditions  neceifaires.  Donc  en  gênerai  une  équation 
différentielle  du  degré  n  contenue  dans  les  cas  précé- 
dents pourra  toujours  s  abaiffer  au  degré  ;»  —  i  •  Mais 
nous  traiterons  cette  équation  plus  généralement  dans 
le  Chapitre  fuivant, 

CCCCLXXX. 

La  méthode  que  nous  avons  expliquée  (Anicle* 
ccccxvi.  &  fuivants)  pour  intégrer  un  nombre  quel* 
conque  d'équations  différentielles  du  premier  ordre ,  peut 
facilement  s'étendre  aux  équations  différentielles  de  tous  les 
ordres,  c'eft  a  dire,  que  fi  Ton  a  un  nombre  N  d'équations 
différentielles  renfermant  le  nombre  N^^i  de  variables 
r,  *,/,  %,  Uy  (yc.y  chaque  équation  pouvant  fe  ré- 
duire a  la  forme  fuivante  (-K)a  =  ô-*-^x—h^^— ♦-c» 


adx  Vdy      .    c'dr.     ^  v^       ^  a'^Jdx  bUdjf 


(<yç^^llL^ZlI.^L^^&c. 


t 


TT        dt  •         ^,»    "*•    ^,* 


'"'l'iz    .  (r^c,  -»-  '"^^ "  -4-  ^"'^'-^  -+  '"''^'  ^  - 1  û'r. 


dt*  dt*  dti  dti 


Ad\     .  Bf,    ^S£±.^(yc.^    dans  laqueUe  ///  eft 


dt*  dt*        .  dt* 

confiante ,  6  une  fonétion  quelconque  de  r,  &  a  y  by  c, 

CTC,      a\      b'y     c'y     (yCy      Ay      V'y      C'y      Ù'C. Ay      By      C, 

Çv.  font  des  confiantes  quelconques,  ou  zéro;  on  pour- 
ra toujours  intégrer  ces  équations  par  la  méthode  de 
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l'Art. ccccxvi.  en  Tuppoiànt  dx^zpdfy  dJxz=zqdf*y 
d\=:rdt\  &c,  juf<iu'a  /~"â»=j//^*-%  &  de 
même    dy=:p'dt  ^    ddy:=^e[dt*  y    d  y=ir'dt^   (Je, 

jufqu'a  /""V=^'^'''"";  à%:=:ifdt,  ddz^q'dt*  , 

d\^rdt^(yc.  jufqua  d"^' z^s'dr'^^  p,  q,  r, 
s,  (yc,  p'y  q,  r ,  /,  <yc,  p\  q\  /,  /,  (Jc,  étant  de 
nouvelles  variables.    Car,  puifque  dfcA  confiante,  en 

différentiant    les   équations    dx^=zpdfy   ddf(  =  qdf*y 

d  M:=:rdt^, </*~   «rsf*//^"""* ,  on  aura  </</«=' 

dpdty  d  x:=dqd$*'y tT }«:=:dsdf*~~^ ;  parcon- 

fequent  -^=-3f  ;  -^^=-^; -^^^ 

-^^.  On  aura  de  même  ddy=idpdt ;  d  yz=z 
dqdt*; f  y^=zdsdt'''^*  y    &    par    confequent 

de-  77"/    j,î    -—   dt   > j,«   —  ^r  •  "" 

trouvera  de  même  les  valeurs  des  différentielles  dd%y 

d  Zy  C^c,  dduy  d  Uy  &c,  fubfHtuant  ces  valeurs  dans 


la  formule  (JC),   elle  devient  o=z6-^ax~irt/-¥ix 


*y «  _,    b'df  c'dz  _^ •«,     _^  ''dp   __^  i>"d tf 


^^•^^    dt    ^^    dt    "^    J»    -t-tU-c-,      ^^    -^-^ 


dt    -*■ '^^^ -»■ -37 *^^î      i--5^-+çyf, 
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Ads       .    Bd/      .    Cd/ 


-j-^ ^—jj---     4f    -+^c.;   équation  qui  ne  contient 

que  les  variables  ^y  ^Çy  y^  Zy  (ffc.  avec  leurs  premières 
différences  dt^  rfx,  dy^  dz^  &c.  &  les  premières  dif- 
férences dp  y  dqj  dry  dsy  &c.  dp' y  dq'y  dt  y  dsy  Oc. 
dp^y  dq\  &c.  àts  variables  py  qy  r,  Sy  Oc. y  p' y  q'y  r, 
CTc.y  p\  qy  (yc.  On  aura  de  plus  autant  d'équations 
de  la  forme  requife  par  l'Art,  ccccxvi.,  qu'on  aura 
introduit  de  nouvelles  variables  py  p\  f  y  &c.  qy  q'y 
q  y  (Stc.  Ty  t'y  T  y  ^c.  Sy  S  y  s'y  (D^c.  âiZXis  \z  formulc 
(^}.     Car,  puifque  dx:=zpdty  on  aura  dx — pdf:=zQ; 

&  puifque  ddx=zqdf^  =  dpdty  on  aura  dp  =  qdfy 
&  dp  —  qdt=zoy  (yc.y  &  de  même  dy — p'dpz=zoy 
d^—q  dt=zoy  &c.  Donc  toutes  ces  équations  pour- 
ront s'intégrer  par  la  méthode  de  l'Art,  ccccxvi.  en 
les  multipliant  toutes,  excepté  la  première,  par  diffé- 
rentes confiantes  indéterminées ,  &  pratiquant  enfuite 
les  autres  opérations  que  prefcrit  cette  méthode .  C'eft 
ce  que  nous  allons  eclaircir  par  quelques  exemples. 

CCCCLXXXI. 

Exemple   I.     On    propofe    d'intégrer    l'equatlon 
différentielle    du    fécond     ordre     T ddn-^aT dxdp-^ 

b hT d t^ -^T'd p^  =zoy  dans  laquelle  dp  efl  confiante, 

&.  Ty    T  font  des  fon£Uons  quelconques  de  p.    Divi- 

Tt 
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fon£lioQ  de  r,  on  la  réduit  a  la  forme  {K)^  ou  o  =  9 

adg  ddt 


fant   cette    equatioa    par  Ti//  ,  &  Tuppoiànt    r-  =:  A 


j—  ^        -.     On  fera  donc  dn'=zpdt^   doà 

Ion  tire,  en  différentiant,  ddn^^dpdt^  &  fubftituant 
cette  valeur  de  ddx  dans  la  propofée,  on  aura  o=z$ 

*«-l-~^-+--Tf ,  oadp--^adx^^bMdf'+Sdf=zo]^ 


dt 

&  dn—pdt:=io*^  deux  équations  a  trois  variables  r^ 
»,  p,  qui  ont  les  conditions  qui  exige  la  méthode  de 
rArt.  ccccxvi*  On  multipliera  donc  la  féconde  équa- 
tion par  un  fa£leur  confiant,  &  indéterminé  A.  On 
ajoutera  le  produit  Ad^^—^Apdt'^zio  a  la  première 
équation,  &  on  aura  la  fomme  dp^^(A-i-a)d9ç-i- 
{bx'^Ap)dt-+^df:=o.  On  fuppofera  enfuite,  fui- 
vant  la  méthode,  h9(^^Ap=zMp^4'M(A'^a)9ç y 
M  étant  un  autre  faéleur  confiant  &  indéterminé;  & 
en  comparant  terme  a  terme  les  deux  membres  de 
cette  équation,  on  aura  ^x=rilf(^-»-tf)x,  &  -^Ap 

zzzMpy  doù  Ton  tire  ikf=— -rf,  &  M=  ^^^  ;  par 
confequent  A=i — XTTi  AA^^Aa::^  —  by  &  A=z 
~^^ — lizil— •  ce  qui  donne  deux  valeurs  de  A^  que 

nous  exprimerons  par  -^,  &  -^',  &  auffi  deux  valeurs 
correfpondantes  de  M^  que  nous  defignerons  par  M 
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M\  En  fubftituaat  ces  valçurs  dans  Tequation  ^«~« 
jap=zMp-+M(j(^é)9Êy  &  fijppofaat  p-^{A^^)m 
=  115  &  p'^(A'^ha)ic=z;u\  Tequation  df-^(A-^ 
a)dM-h(b9$^^Ap)df^h9df=zo  fe  change  en  ces 
deux  autres  du-^MHdf^^Bdp^:::^^  &  du!^-¥M[ud$ 
^+êdt:;=:oy  quon  intégrera  par  TArticle  CCCLXXXII. 
On  trouvera  donc  «  &  1^'  en  r,  &  en  confiantes;  & 
enfuite  les  dçux  équations  pi-^(A'^a):$:=zUy  &  p 
{jt'-f4^a)xz::;;H  donneront  la  valeur  de  jy  en  #• 

CCCCLXXXII. 

Exemple  IL  On  propofe  d'intégrer  fequation 
différentielle  du  troifieme  ordre  Td  aÊ^He^aTddndt-^ 
iTdtcdi^^^CHTd/'-r^Tdf^^^^^a  y  ou,  en  divilànt 
par  Tdf^y   &  fuppofant  ':^=^^^  o=zS'HrCM  * 


•i-—^ -H- -— j- 5  qui  a  la  forme  requife.     On   fuppofera 

4ooc  dx=zpdfy  ddx^zqdf^;  d'où  Ton  tirera,  en 
difi^rentiant,  ddx:=:dpàty  d  xz=.dqdt\  &,  par  fub- 
ftitutions,  <,  =  ô-*.c»-i-^-h4^-4-4^,    ou   dq 


Mdp^^bdx'^c:çdf'^^df=zo .  Or  ces  trois  equa- 
ticKJs  peuvent  s'intégrer  par  l'Art,  ccccxvi.  en  multi- 
pliant la  féconde  de  ces  equa^ioas    par  la  confiante  in- 
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déterminée  A  y  8c  h  troifieme  par  la  confiante  indéter- 
minée By  &  ajoutant  les  deux  produits  Adx  —  Apdt 
=  0^  &  Bdf-^Eqdt'=zo  a  la  première  équation 
pour  avoir  la  fomme  dq^^{a'+B)dp^^{b'^A^J^ 
-4-(r^  —  Ap  —  Bq)dr'^6df:=:o.  On  fera  enfuite 
r«  — ^/>— B^  =  m{^-4-(4H-B)/^-4-(*-+^)x> 
=  7kf(^-+-rf)«-l-M(4-H-B)/>-4-M^,  M  étant  un 
autre  fa£leur  confiant  &  indéterminé;  '&,  en  égalant 
les  termes  homolc^ues,  on  aura  les  trois  équations  fui* 

vantes     M{b^A)n=zcn  ;    M{a^B)p=z  —  Ap  ; 


Mq=^'-^Bq;  d'où  Ton  tire  M=j^^;  M=  ^^^  / 

ikf=— B;  par  confequent  j;^— ==— ^-j— y  ==-— B; 

d'où  Ion  déduira,  après  avoir  £iit  les  reduélions  ordi- 
naires, une  équation  du  troifieme  degré,  qui  donnera 
trois  valeurs  de  A^  que  nous  defignerons  par  A  y  A\ 
A\  &  les  trois  valeurs  correfpondantes  de  B  par  J5, 
By  B\  celles  de  M  par  Af,  M\  M^ .  En  fubftituant 
ces  valeurs  dans  Tequation  cm  —  Ap  —  Bq=zM{^q'^ 
(4-*-B)/)-^-(^-4-^)x},  &  fuppofant  q-^(a-^B)p 
^(b^A)x=:u;  q'^{a^B')p-^{b^A')x^u; 
q^{a^B'')p^{b^A")n  —  U\  l'équation  dq^ 
{a^B)dp^{b^A)dst'^(cx^^Ap  —  Bq)dt^ 
^df=:=o  fe  changera  dans  ces  trois  autres  équations 
dii-^Mudf-^Cdf^zo  ,     du-^M'udt^Utzzzo  , 


} 

i 

è 
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0 


\$'^+M^udp'^&dtz=io y  quon  intégrera  par  TArticle 
cccLXXXii. .  On  trouvera  donc  les  valeurs  de  i#,  de 
ii\  &  de  n""  en  /  &  en  confiantes^  &  enfuite  les  trois 
équations  ^«^(^—^B)/)— ♦-(^-f--^)^  =  «;  ^— f-(/7— h 
B)p^^(p'c,  donneront  lç5  valeurs  de  ^  en  ^  &  con- 
fiantes • 

CCCCLXXXIII. 

Exemple  III.  On  propofe  d'intégrer  les  deux  equa* 
lions  fuivantes  du  fécond  &  du  troifieme  ordre. 

f  edx         fdy     .  ddjt 


^  "^^         dt 

Dans  lefquelles  i/^  efl  confiante,  &  T,  T^  font  des  fon- 
élioDS  de  t.  On  fera  d9i'=zpdt  ^  dy'=:::-qdty  Scddy=z 

rdt^y   d'où   Ton  tirera,   en  différentiant ,  dds^^idpdt^ 

ddy=idqdty  d  y=zdrdt^ ;ip2iT  conk({ucntdqdt=zrdf^ y 
&  dq=irdt.   Subflituant    dpdt   au   lieu   de    dd^s^  & 

àrdt^  au  lieu  de  J  /  dans  les   équations  propofées,   on 

\ts  changera  en  ces  deux  autres 

dp'^cdx--¥'fd/'^(ax'^bj^)  dt'^Tdf=^o 
dr^^bdy-^gxdp-^T'dt=zo 

&  on  aura  de  plus   les  trois  équations   fuivantes  dx—^ 

pdf=:zoj  dy-'^qdtz^.o;  dq^^rdf=zo.  Ces  cinq  equa- 
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tioQs   ont   toutes  les   conditions    quexige    la  méthode 

de  TArt.  ccccxvi* 

On  multipliera  donc  les  quatre  dernières  de  ces 
équations  par  les  confiantes  indéterminées  A^  B,  CyEj 
&  ajoutant  les  quatre  produits  a  la  première  equatioa  y 
on  aura  lafomme  {H)ydp'^Edq^^Adr^^{c^^B)d9$ 
^^{f'^bA'^C)d/-^{a9$'^gAx^^b/ — Bp  —  Cq 
^^Er)dt-+{T^AT)dt=zo.  Enfuite,  Af  étant  un 
fa£leur  confiant  &  indéterminé,  on  fuppofèra  fuivant  la 

méthode  {a^^gA)n-^by—^Bp^Cq — Er^^iM-Qp^^ 

Eq^Ar^{c-^B)x^(f^BA-^C)^y=:zMu8cQa 
développant  le  fécond  membre  de  cette  équation ,  & 
égalant  tous  les  termes  homolc^es,  on  aura  les  équa- 
tions fuivantes:  M=— B,  ME=z — C;  MA=z — E; 
M(c^B):=:a^gA;  M{f^bA^C)=hy  &  Te- 
quation  (H)  deviendra  du^¥Mudf-i'(T'^AT)dr 
cso,  qu'on  pourra  intégrer  par  l'Article  ccclxxxii. 
après  avoir  déterminé  les  valeurs  de  ^  &   de  ilf  par 

les  équations  qu'on  vient  de  trouver*  Car,  puifque 
B=— M,  £=— M^,  &  C=— M£=M*^-  Si 
on  fubftitue  ces  valeurs  de  B ,  d«  C ,  &  de  £  dans 
les  deux  équations  Jkf(r— ♦•B)=j— i-^-^,  &  Af(/-+ 
i&^-+C)=^,  elles  deviendront  M(c'-^M):=:a^^gA 

ta  M{f^bA^M'A):::;zb^    d'où    l'on    tire    ^= 


H.  Partie.    Chaf.  VI. 


33$ 


CM— M*— « j—fM 


&  de  Ik  une  équation  du  cin- 

quieme  degrj  qui  donoeia  cinq  valeurs  de  M^  d'ob 
Ton  déduira  les  cinq  différentes  valeurs  correfpondanies 
des  &£leurs  A,  B ,  C ,  E.  On  fera  le  relie  comme 
dans  les  exemples  précédents  au  moyen  des  deux  équa- 
tions dii-i-M»Jt-i-(T-+jfT)ilt:=o,  &.  f-t-E^-t- 
Ar-'r{c-\-B)»-^(J-^hA-\-C)y=.u. 
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CHAPITRE    VIL 

Méthode  pour  trouver  f  intégrale  eompîette  de  f  équa- 
tion  o=z^y^^^£iiL^££L^I^ 


nA 


■  I  Ôf.    Dans  laquelle  dx  eft  confiante  ^ 

&  les  coefficiens   ji^  B,  C,  D,  £,   &€• 

font  aujft  confiants^   ou  des  fondions  de 

la  variable  x^  &  de  confiantes. 


S 


CCCCLXXXIV- 


I  on  fuppofe  que  u  foit  utie  quantité  compo* 
fée 9  comme  on  voudra,  de  confiantes  8c  de  variables 
ê$y  f^  Xy  Ù'c.y  parmi  lefqueiles  x  ait  fa  première  dii^ 
férence  confiante;  on  fçait  que  la  première  intégrale  de 

la  différentielle  au   fera  d        ii,  a  laquelle  il  faudra 

ajouter  la  confiante   du  mémp  ordre  AdM'~^  ,  pour 

la  rendre  complette,  ^  étant  une  confiante  arbitraire. 

La   féconde   intégrale  de  la   différentielle  propofée 


»  —  2  _         .W  —  2 


J*u  fera  d        u^  8c  d        u^^Axd»*     *,   a  laquelle 


il  i&udra  ajouter  la  confiante  du  même  ordre  Bd:ç         , 
pour  avoir   la  féconde  intégrale  complette,  /       u 


II.  Partie.    Châp.  VII.  337 

Axd)t^^*-¥Bdii''^* y  B  étant  une  conftante  arbi- 
traire.   La  troifierae  intégrale  complette   de   la  difFéren- 

tielle  propofée  fera  it'^^ u-^^  Asç'^dx'^^-^BHd;^*'^^ 


Cdx^"^^  C  étant  une  troifxeme  conftante  arbitraire; 
par  où  Ton  voit  que  la  dernière  intégrale  complet-, 
te  &  finie  de  la  différentielle  propofèe  aura  la  for- 
me i^-^^Vf^'-'^B';*'— "*-+C»''-"^-fr-Ô'r.^j^,  qui 
contiendra  autant  de  conftantes  arbitraires  A'^  B  ^  Cy 
Dfy  &c.    J^,    quil  y  aura    d'unités  dans  Texpoiànt  n 

de  l'ordre  de  la  différentielle  propofée  du.  Il  eft  clair 
que  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  doit  s'appliquer 
aux  intégrales  des  mêmes  différentielles  y  lorfqu'elles 
font  en  forme  d'équations ,  de  forte  que  la  première 
équation  intégrale  complette   de  l'équation   différentielle 

d  u=zo  fera  d  u^^AdM^~^  =zoy  la  féconde  équa- 
tion intégrale  complette  de  l'équation  d^u==io  fera  a  u 
-i-^x Jjfi''""*-4--B^«''""*  =  o.    La  troifieme  fera  (f^  u 


-Ax^dx''-^-^Bxdx''-^^Cdx'''^^=zo   y     & 


r/  n 


l'équation  intégrale  complette  &  finie  fera  u^^A'x 
^Bx''-''^Cx''-^^(7c. ^^=zoy   qui 

contient  autant  de  conftantes  arbitraires,  qu'il  y  a  d'u- 
nités dans  l'expofant  n. 

V  u 
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CCCCLXXXV. 

Il   eft  donc  neceflaîre  de  bien  diftinguer  les  inté> 
grales  complettes  d'avec   les  incomplettes  &  particulier 


w$;  car   »-4.^«*""'-+B'/""*H-Ci."~'-4.6'r, 


j^r=o  eft  la  feule  intégrale  complette  Si  finie    de 

Téquation  d  u=zo.  Mais  û  dans  cette  intégrale  on  dé- 
termine une  ou  plufîeun  des  conftantes  arbitraires  ^  ou 
fi  on  les  fuppofe  égales  a  des  confiantes  arbitraires  ou 
a  zéro  y  on  aura  autant  d'intégrales  incomplettes  o\x 
particulières,  qu'on  aura  fait  de  fuppofitions ,  8c  chacu- 
ne  de  ces  intégrales  fàtisfera  a  Fequation  différentielle 

J'^n^zoy  mais  elles  ne  la  rempliront  pas  dans  toute 
ion  etendiîe*  Nous  allons  eclaircir  cette  matière  impor* 
tante  par  deux  exemples  « 

Exemple  L  On  propofe  d'intégrer  l'équation  dîf* 
fércntielle  du  premier  ordre  aady^^yydsc'^z^aa'^ 
Hn)d99^  On  voit  d'abord,  qu'on  latisfait  a  cette  équa- 
tion en  fuppofànt  /  =  «  >  puifqu'en  fubftituant  n  au  lieu 
de /,  5c  i/;0  au  lieu  de  dy  dans  l'équation  propofée, 
elle  devient  aad»'-^xndxz=z(^aa'^HH)dxy  qui  eft 
une  équation  identique,  dont  tous  les  termes  fe  de- 
truifent  mutuellement.  Donc /—x= a  eft  une  cqua* 
tion  intégrale  de  la  propofôe;  mais  elle  n'eft  pas  com- 
plette, puifquelle  ne   contient  oy  k  confiante  êy   qui 


IL  Partie.    Chap.  VII.  jjy 

tft  déjà  dans  Tequation  propoTée ,  ny  k  confiante  arbi« 
tfaire  qui  doit  toujours  fe  trouver  dans  l'intégrale  corn- 
plette  d'une  difTérentielle  du  premier  ordre.   L'intégrale. 


Aaa.'     -• 


complette  delà  propo{?e  eft/=:x-^"  ■         ^'''^  ,^        ^ 

dans  laquelle  ^  efi  une  confiante  arbitraire  ^  &  L.  ^ 
=  I .  Car  fi  on  fiippofe  /=if-i-«,  on  aura  dy:=:ân^'^ 
dviy  8c  fiibfiituant  ces  valeurs  au  lieu  de  /,  Se  de  dy 
dans  Tequàtion  proposée ,  elle  devient  a^dz^^tmacdsi 
— hjszrfxma,  qui  eft  dans  le  Cas  de  l'Art.  ccCLXXXir* 
&  dont  l'intégrale    trouvée   par   cet    Article    cft    «=: 


.  Donc  l'intégrale  complette  fera  /=j9 


* 

Aaa, 

,â 

m  m 

* 

4i« 

-^A.S. 

e 

a« 

X 

»         4 

A 

aa 

•  e 

9» 

Se 

• 

,   qui   rend   l'iot^rale  particulière 
/=«,  en  fuppofant  -4=o. 

« 

Exemple  II.  On  veut  iatégrer  requation  différén- 
tjdledu  fécond  ordre, p= — /«-h—p-t-*"^^^,  qui  eft 

UP  cas  particulier  de  nôtre  formule  générale  o = Af  —h 


-j^  -♦■  -i-j-  -I-  Ô*c.   On  _yoit   d!abord    que  Tequation 
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/*— ;i9r=0)  ou/=x  eft   une   intégrale    particulière   dé 
la  propose,   puilquen  fubdituant   m  pour/,   dn    pour 
à/^   8c  dd^  on  zéro   pour  dd/^  la    propofée   devient 
0=— *-*-x-+-0  5  équation  identique.  Mais  il  s'en  faut 
bien  que  cette  équation  finie  /=«  (bit  Tintégrale  com* 
plette  de  la  propofée,    &   quelle    en  remplifTe    toute 
retendue ,  puifque  cette  intégrale  complette  4oit  renfer- 
mer deux  conftantes  arbitraires,   outre  la  confiante  a  y 
qui  fe   trouve  déjà   dans  la  difii^rentiello  propofée  é    On 
voit  encore ,  &  par  la  même  raifon ,  que  cette  équation 
finie /=:^x,   dans  laquelle  A  eiï  une  confiante  arbi* 
traire,  efl   une  intégrale   incomplette   de  la    propofée» 


L'intégrale  finie  &  complette  eft  Am^^Bx.  S.  ^ — — ^,  qui, 

outre  la  confiante  a  y    contient  deux  autres   confiantes 
indéterminées  A  8c  B.  On   trouve   cette  intégrale    en 


fuppofànt  /  =  -^*-*-*«;   ce  qui  donne   df:=:Ad9t 
%dm-¥99d%*y  ddf=:i2dzdx'^xdd%y  8cy   par  fub/litu- 

'  ^  dx  i^x 

x^dz      .    laxdy,      ,   axddz         ji    v     «  •  j      j^ 

iï%--h-3 — "^"TT""*" — 1~/    "^"  ^^"    ^^^^  xdxax 

ax  ax  jjg 

zadxdx^^ax^ddz^zo;    &,    en  divifant    le   tout 


^^^  I  dx     .    zdx     .    i/^î:  _        ai/r     .    ^/« 

par  ^«i^r,  T-^-i; — ^■7r=*>  <»  ir-*-dT 
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7-.    Llntégrale  du  premier  membre  eft    zL.it 

L,d»=L.>i*.-+L,J%=:L.x*Jz,     L'int^iale    da 

jr 

a  a 


fécond  membre  eft  — -=— -.L.tf=:L.<?     " .  Donc 


k    première  intégrale   complette    de  Tequation 


^dx 

X 


=——5    en    ajoutant    la    confiante    arbitraire 


* 


du   même  ordre  L.Bd»i,  fera   L.tc*d%=zL.e    *-+• 

M 

L.BJsÇy'  ou    L.9(^dz=zL.Be      dx^  par  confequent 


»  _  » 


^^dx=zBc    'dx;  dz=^'//'  ;   &,  en   inte'grant 


V 


encore  5   on  aura  z=:B.S.^ — iï..    Donc  Tintégrale 

^  XX  o 


e        dx 

XX 


complette  de  la  propofée   fera  /  ==  Ax  -^EmS. 

qui,  outre  la  confiante  a,  contient  les  deux. confiantes 
arbitraires  A  8c  By  comme  il  convient. 

On  na  point  ajouté  de  confiante  arbitraire  en  in* 


jr 


Be     'dx 


tégrant  l'équation  dx=:^' ^        ,   par  ce  quelle  etoit 


V 

s 


inutile.    Car,  fi  on  Êdt  x=:C^S,S,S — £fL,   on 
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aura  pour  Tintégrale  complettc  cherchée  /=2AM^irCx 


t 


Bit. s.  '    V*  =(^-+C)»-4-B<».y..£~l^JL.     Or 


on  peut  exprimer  la  fomme  A^-^C  par  une  feule  let- 
tre ^'^  qui  reprefente  une  conftante  quelconque. 


CCCCLXXXVI. 


V 


Quoiqu'il  foit  évident,  par  ce  que  nous  avons 
dit,  que  toutes  les  équations  intégrales  particulières 
foient  contenues  dans  Tintégrale  complette,  ou  que  cel- 
hr<y  foit  compofée  de  plufieurs  intégrales  particulières, 
qui  peuvent  quelquefois  fervir  a  découvrir  l'intégrale 
complette,  comme  nous  Tavons  vu  dans  les  deux  e- 
xemples  précédents ,  il  arrive  neantmoins  fort  fouvent 
que  les  intégrales  particulières  quon  connoît,  ne  font 
d'aucun  fecours  pour  trouver  fintégrale  complet  te,  ou 
même  une  intégrale  plus  étendue,  que  les  particulières 
données.     Mais  Tequation  générale  que  nous   traitons 

icy,  Ay   V    .     -h — ^-hCr.   a  cet  avantage,  que, 

dx 

fi  on  connoît  quelques  valeurs  paniculieres  de  /  en  ir, 
Se  confiantes,  on  peut  aîfément  en  déduire  d'autres  va- 
leun  plus  étendues  qui  renferment  les  valeurs  données, 
&  même  fi  on  a  un  nombre  fuffifant  de  ces  valeurs 
particulières  de  j^,  on  pourra  en  déduire  la  valeur  gé- 
nérale, ou  rintégrale  complette  quon  cherche  « 
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CCCCLXXXVIL 

Il  cft  clair  que,  fi  ^  eft  un  valeur  convenable  de 
^  en  X  &  coudantes,  de  forte  quon  ait/=:^,  alors 
on  aura  aufli  /=:a^,  a  étant  une  confiante  arbitraire* 
Car,   fi  la  valeur  p  étant  fubflituée  au  lieu  de  /  dans 

la  quantité  jf/    *'  ^/    '    ^  / — h&c.  rend  cette  quan- 


tité  égale  a  zéro ,  la  valeur  ap  étant  auffi  fubftltué  au 
lieu  de  /  la  fera  évanouir  de  la  même  manière;  oa 
pourra  donc  introduire  de  cette  façon  une  conftante  ar* 
bitraire  «  dans  Tequation  intégrale  particulière  /=^» 
De  même,  fi  on  a  de  plus  Tequation  /=:f ,  qui  fatis- 
(aflè  a  TequatioD  propofée,  on  aura  encore  j^=zfiqy  fi 
étant  une  autre  confiante  arbitraire;  &  de  ces  deux 
valeurs  /=3ca^,  &^=r^^,  on  en  déduira  une  troifîe* 

ine>=:a^-*-i3^;  car,  fi  la  quantité  Ay-^-j^ 


^   /     I  (yc^  devient  égale  a  zéro  par  les  fubflitutions 

particulières  de  a /^,  &  de  ^ y  au  lieu  de  /,  il  efl  évi- 
dent qu'elle  s'evanoiiira  de  même  par  la  fubflitution  de 
la  fbmme  ap'^^q  au  lieu  de  /• 

CCCCLXXXVIII. 

De  m(5me   fi  /» ,  f ,  r ,  s  y  &c,  font  des    fonflloiis 
de  M,  telles  que  chacune  d'elles  etam  fubftitu^e  an  iicfi 


/ 
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de  /   dans  la  quantité   Ay^ — 77""* — T^"^^^*   ^^ 

rende  égale  a  zéro,  alors  la  fomme  a^— i-/3^-t-yr-*-<Ay 
«-4-^r.  étant  fubftituée  au  lieu  de  /  dans  la  même  quan* 
tité,  la  rendra  aufli  nulle;  de  forte  que,  (1  ^,  ^,  r,  s  y 
(yc.  font  des  valeurs  particulières  de  /  en  m  ,  qui  (àtis- 
faflent  a  l'équation  difTérentielle  propofée,  on  en  dedui* 
ra  tout  d'un  coup  une  valeur  beaucoup  plus  etendiîe 
de /  en  X ,  fçavoir ,/ =a^— ♦-jî ^ -«. y ^ -«. <A 5— ♦- (ÎTr,,  qui 
iàtisfera  a  Tequation  propofée,  &  cette  valeur  fera  gé- 
nérale, &  donnera  l'intégrale  complette,  fi  elle  contient 
autant  de  confiantes  arbitraires,  qu'il  y  a  d'unités  dans 
l'expofànt  de  Tordre  de  l'équation  difTérentielle  propo- 
fée.  Il  efl  donc  facile,  lorfqu'on  a  un  nombre  fuififant 
de  valeurs  particulières  de  /  en  x,  d'en  déduire  fa  va- 
leur complette,  c'efl  a  dire,  celle  qui  comprend  toutes 
les  valeurs  de  / ,  qui  fatisfont  a  l'équation  propofée, 
&  qui  donne  l'intégrale  complette  de  cette  équation  en 
termes  finis. 

CCCCLXXXIX. 

Ainfi  pour  trouver  l'intégrale   finie   &   complette 
de  l'équation  propofée  a  =  -^/    '       ^    '         ^    '       ' 


•îî-^,  il  ne  s'agit  plus  que  de  cher- 
cher des  valeurs  particulières  de  /  en  ip,  telles  qu'étant 

fublU: 
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fubftîtuées  dans  cette  équation,  elles  la  rendent  identi- 
que; &  de  trouver  autant  de  ces  valeurs  particulières, 
qu'il  eft  neceffaire ,  pour  que  prifes  toutes  enfemble , 
elles  renferment  autant  de  ccMiftantes  arbitraires,  quil 
y  a  d'unités  dans  Texpofant  »•  C'eft  pourquoy,  fi  cha- 
que équation  particulière,  qui  exprime  la  valeur  de  / 
en  ;c,  ne  contient  qu'une  confiante  arbitraire,  il  faudra 
trouver  le  nombre  n  de  ces  équations  particulières^ 
pour  en  déduire  l'intégrale  finie  &  complette  de  l'équa- 
tion propofée.  Mais,  fi  parmi  ces  équations  particuliè- 
res il  s'en  trouvent  quelques-unes,  qui  renferment  plu- 
fleurs  confiantes  arbitraires,  on  pourra  trouver  l'intégra- 
le complette  avec  un  nombre  de  ces  équations  parti- 
culières d autant  moindre,  que  chacune  d'elles  contien- 
dra plus  de  confiantes  arbitraires. 

ccccxc 

Nous  ne  connolfïbns  point  de  méthode  générale 
pour  trouver  le  nombre  fuffifant  d'équations  particulie- 
res  entre  /  &  w,  lorfque  les  coeificiens  A^  B^Cy  D, 
Ô'a...^de  la  propofée  renferment  des  fonftions  de  ^; 
mais  on  a  cette  méthode,  lorfque  tous  ces  coefficients 
font  fuppofés  confiants ,  c'efl  ce  que  nous  allons  expliquer . 

Soit  donc    propofé  de    trouver   l'intégrale   finie  & 

complette  de  l'equatioa  différentielle   o-=.Ay   \    ^^' 

X  X 
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2iél^2£l, -4.i^,  dans  laqueUe  la  différence 

/m,  &  tous  les  coefficiens  A,ByCy&c,N  font  des 
quantités  confiantes.  Nous  defignerons  cette  equatioo 
aind  déterminée  par  (H). 

Pour  la  refondre  généralement,  nous  obferverons 
d*abord  que,  fi   on  fuppofè  /:sze    ^  b  étant  une  con- 


ftante   indéterminée,    9c    £.^=1,    oo    aura    (Art. 


J^9  /«    h» 


&c,  •^  =  i&''/',    &  qu'en   fubftituant    ces    valeurs 

d:r 

dans  Tequatîon  propofife  (H),  &:  divifant  par  ^  ,  qui 
fe  trouve  dans  tous  les  termes,  on  aura  Tequation  al- 
gébrique fuivaute,  que  nous  defignerons  par  (iif))  oi= 

jf^BB^CB^^Dh^ '^NB''^  dont  Tinconnûe 

cft  i&,  &  qui  efl  du  degré  n. 

Si  on  tire  de  cette  équation  (K)  quelque  valeur 

de  /&,  &  quon  la  fubftitue  dans  requation/=^  y  on 
aura  une  valeur  particulière  de  >^  en  «  &  confiantes , 
laquelle  étant  fubflituée  au  lieu  de  /  dans  la  propose 
(H)  la  rendra  identique*  Suppcfé,  par  exemple,  quune 
des  racines  de  Tequation  (K)  foit  fy  de  forte  qu'on  ait 
i&=/,  ou  6—^f=zoy  divifeur  de  cette  équation  (K)y 

on  aura  auifi  / = /  '  équation  intégrale   particulière  de 


V 


IL  Partie •    Chap,  VII.  54^ 

la  propofée  (H);  d'où  loQ  tire  (Art.  ccccLXXXVii. ) 

yzzizaen^  autre  équation  intégrale  particulière^  qui  ren- 
ferme une  conftante  arbitraire  a .  Or  Tequation  algébri- 
que (jK)  du  degré  n  contient  le  nombre  n  de  racines^ 
ou  de  divifeurs  fimples^  comme  ^— •/rso^  /bit  que 
^  CCS  racines  foient  égales  ou  int^f^lcs^  réelles  ou  ima* 
ginaires.  Donc,  il  toutes  ces  racines  font  inégales 
entr'elles^  où  aura  le  nombre  n  de  valeurs  particulières 
de  /  en  x^  dont  clucune  contiendra  une  conftante  ar* 
bitraire^  &  la  fomme  de  ces  valeurs  particulières  ren* 
fermera  le  nombre  n  de  confiantes  arbitraires  ^  &  don- 
tiera  la  valeur  complette  de  /  en  m  &  confiantes  y  ou 
l'intégrale  finie  &  complette  de  Tequation  propofée  (H)  ; 
de  forte  que^  fi  on  defigne  toutes  les  racines  inégales 
de    Tequation  (iC)   par /,/',/%/'%  e^r.    refpeaive- 

ment,   on   aura   pour  Tintégrale  cherchée  f=a^    -+ 

fief  "--hy/  ''■hS'e    '-^Ù'Cy  &,   fi  toutes  ces  racines 

font  réelles,   cette   intégrale  fera  auflî  toute  réelle,   & 
ne  dépendra  que  des  logarithmes. 

CCCCXCI. 

On  pourra  auffi  trouver  l'intégrale  réelle  &  com- 
plette de  l'équation  (H)  en  termes  finis,  lojfque  l'e- 
cjuation  algébrique  (K)  aura  des  racines  égales,  &  des 
racines  imaginaires.    Pour  en  trouver  le  moyeu,  il  ne 


\ 
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ÙMt  que  confiderer  atteativement   la  relation,  qui  efl: 

entre  l'équation  différentielle  (H) ,  ou  o=^jfjf-¥-   j/  ■  !■ 
^   /  -\-(yc, -H iif^,  &  Tequation  algébrique 

(iC),  ou  o-^r^A-^Bb-^Cb* -+Ni6'.    Cet- 


te relation  eft  telle,  que,  fi  dans  Tequation  dififérentiel- 
le  (H)  on  écrit  b    pour  /,   ^     pour  -3^,  o    pour 

,  i(    pour  «^f  Se  généralement  h    pour  — ^,  cet* 


te  équation  (H)  deviendra  Tequation  algébrique  (-K), 
&    au  contraire,  fi  dans  Tequation  (iC)   on  écrit  / 

pour  ifr*,  7^  pour  b^ ,  -^  pour  ^ ,  &  généralement 

— 4-  pour  b  ,  on  rétablira  l'équation  différentielle  (H). 
D'oii  l'on  conclût  que  fi  dans  les  divifeurs  de  l'equa- 
tion  algébrique  (  -K  )  on  écrit  /  au  lieu  de  ^  ,  77  ^^ 

lieu  de  i^  ,   &  généralement  — r  au  lieu  de  ifr  «  on 

formera  une  équation  différentielle ,  qui  fera  contenue 
dans  la  proposée  (H),  &  de  laquelle  on  tirera  une 
valeur  particulière  de  /  en  Xy  qui  étant  fubilituée  dans 
cette  équation  (H),  la  rendra  identique.  Par  exem- 
ple fi  b — fy  ou  b^ — fb^zr^o   cft  un  divifeuT  de  Te- 
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quation  algébrique  (K)^  on  en  tirera  l'équation  difTér 

rcntielle  ^— //  =  ^>  ou  ^zsifdxy  dont  Fintégralc 


cft  JL/=/x=/x.I..^=:I../';  par  confequent  /==: 

c  y  qui  donne  l'intégrale  particulière  /:zzae  ^  avec 
une  confiante  arbitraire  a  ^  comme  nous  lavons  déjà 
trouvé  cy-Hleflus» 

CCCCXCII. 

On  comprend  par  ce  que  nous  venons  de  dire^ 

que 9   fi  on  a   un  divifeur   quelconque   a^^th^^cb^  y 

ou  ab^'^bb  ^-^cb  ==0  de  Tequation  algébrique  {K) 
on   en   tirera   par  les   fubllitutions   pféfcrittes   (Article 

ccccxci.)   l'équation  différentielle    ay^^      '  ^  ^   ^ 


=  0,  qui  donnera  une  valeur  de  /  en  x,  laquelle  là- 
tisfera  a  Tequation  propofée  (H),  &  on  pourra  par, 
cette  obfervation  trouver  l'intégrale  complette  qu'on 
cherche,  lorfque  l'équation  algébrique  (X)  a  des  raci- 
nes égales  entr'elles.    Car,  fi  on  fiippofe   que  le  quar- 

ré  (/—>&)*,  o\x  ffb^  '—ifb^  ^^h^'=^o  foit  un  divi- 
feur de   Tequation î  {K)y  on   en  tirera   par  les  fiibfti- 

tutions  préfcrittes   Tequation  différentielle  ffy — ^^ 
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î-t..^^=:o;  on  cherchera  enfuite  Tintégrale  complet tô 

Se  finie  de  cette  équation,  en  fuppoiant  /  =  ^    Uy  d'où 
ron   tirer.  4i=//'.-v4l,  &  ^=ff/'u 

— j-^;  fubftituant   ces  valeurs   dans  l'équa- 
tion   différentielle  ///— •^tt'-h — f-=*  >    elle    de- 

*  a  X 

vient,   par  la  deftru£lion   mutuelle  de  tous  les  autres 

termes    ——^=0,  ou  ddw^zo.    Or,  en  intégrant 

cette  équation,  on  trouve  d abord  Ju^ifidscy  quantité 
dans  laquelle  fi  eft  une  confiante  arbitraire;  &,  en  in- 
tégrant encore,  on  a  u^^fin^^a;  a  étant  une  autre 
confiante  arbitraire.    Subfli tuant   donc  cette  valeur  de 

u  dans  Fequation  fuppofée  f=z'euy  on  aura  /=^  *X 
(  ff  — h  /?  AT  )  ,  valeur  de  >^ ,  qui  contient  deux  confiantes 
arbitraires,  &  qu'on  trouve  pour  deux  racines  égales 
de  Tequation  algébrique  (K). 

De  même   fi   Tequation   (K)  z  pour  divifeur  le 

cube  (/— *i^)  >  en  le  développant  &  iaifant  les  fiibfli- 
tutions  préfcrittes,  on  en  déduira  Tequation  différentielle 

/^_i^^iiii!_£>L~o,  qui  fera  conteniie 
dans  la  propofée  (H),  &  en  rappofànt/=ff  «  ,    on 


} 


n.  Partie  •    Ctikf.  VU.    .  351 

trouvera  par  fubditutions  d' u=zo.  En  intégrant  cette 

équation ,   on  trouve  d  abord  ddu:=iz'^d9i^  ^  27    étant 
une  confiante  arbitraire  quelconque;   en  intégrant  enco- 
re,  on   a  durrzzypçdM'^^dx^  fi  étant   une   nouvelle* 
confiante  arbitraire,  &  enfin  en  intégrant   pour  la  troi*» 
fieme  fois,  on  trouve  j»=:yig«-4-^;r-»-tf,  a  étant  une 

troiiieme  confiante  arbitraire.   On  aura  donc/=/'^j» 

r=:/*(a-+^x-H-7ip«),   valeur  particulière  de/,  qui 

comprend  trois  confiantes   arbitraires  pour   trois  racines 
égales  de   l'équation    (K).   On  trouvera  de  la  même 

&çon,  que,  fi  (/ — h)*  efl    un  divifeur   de  Tequatiou 

(K)j  on  aura  /=:/*(a-+/3x-<-7J?x-4*<rx'),  &  ge* 

neralement  que,  fi  le  divifeur  efl  (/ — h)  ,  la  valeur 

de/   fera  /*(a-4'/3x-<-7xx-4.JN^^-|.Ô*r. -4. 

ftx*~*),  de  forte  que  cette  valeur  contiendra  le  nom- 
bre K  de  confiantes. 

CCCCXCIII. 

On  ne  peut  pas  douter  que  les  valeurs  de  /,  tel- 
les que  nous  venons  de  les  trouver  par  les  divifeurs 
de  plufieurs  xlimenfions  de  lequation  (K)  ne  fatisfaâent 
auifi  a  Tequation  (H)>  de  manière   quêtant  fubflituées 
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au  lieu  de/  dans  cette  équation,    elles    la    rendront 

identique.   Car  foit  Tequation  (M),  oxx  p'^qb-^rb^ 

-+jit^-4-Ô*r,=:a,  un  divifeur  compofé  comme  on  vou- 
.dra  de  Tequation  (  iC  )  ;  qu  on  en  forme  par  1q%  fubfti- 
tutions   préfcrittes   Tequation    différentielle    (L)  o=zpf 

îil^'JJz^iÉJL^&c.  Il  eft  évident  que  la  va- 


leur  complette  de  / ,  qui  donne  lintégrale  de  cette  e- 
quation,  fe  trouve  en  joignant  enfemble  toutes  les  va* 
leurs  particulières  de  /,  quon  tire  des  divifeurs  fîmples 
de  Tequation  (M).  Or  les  divifeurs  fimples  de  cette 
équation  {M)  font  aufli  les  divifeurs  fimples  de  Tequa- 
tion  (  li^  )  :  donc  la  valeur  complette  de  /  y   qu'on  tire 

du  divifeur  compofé  p-^qb-^rb  -^sb  ^^Ù'c.j  &  qui 
donne  Tintégrale  complette  de  Tequation  (L)  fera  aufli 
une  valeur  de  / ,  qui  étant  fubftituée  dans  Tequation 
différentielle  propofée  (H)  la  rendra  identique,  &  don- 
nera une  intégrale  particulière  de  cette  équation. 

CCCCXCIV. 

Nous  avons  donc  trouvé  toutes  les  valeurs  poffi- 
Hes  dQ  f  y  dont  la  fomme  donne  l'intégrale  complette 
réelle  &  finie  de  Tequation  différentielle  propofée  (H), 
lorfque  les  racines  de  Tequation  algébrique  correlpon- 
dan  te  (X)  font  toutes  réelles,  inégales  ou  égales  «    Il 

ne 
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ne  nous  refte  plus  qua  trouver  ces  valeurs  particulières 
de  / ,  avec  le  nombre  requis  de  confiantes  arbitraires , 
dans  le  cas  où  Tequation  (K)  contient  des  racines 
imaginaires.  Or  on  fçait  que  ces  racines  imaginaires 
font  toujours  en  nombre  pair  dans  Tequation  algébrique 
ou  elles  fe  trouvent,  &  quelles  peuvent  toujours  être 
partagées  deux  par  deux,  de  façon  que  leur  produit  & 
leur  fomme  foient  des  quantités  toutes  réelles.  Lors 
donc  que  Teq nation  algébrique  (K)  contiendra  des  ra- 
cines imaginaires,  elle  aura  toujours  pour  divifeur  une 
équation  réelle  du  fécond  degré,  de  la  forme  wiw  — 
2mCos.V.t'^&B=zoy  r*  étant  un  angle,  ou  un  arc 
de  cercle,  dont  le  rayon  eft  Tunité  (Art.  CXLV.),  & 
dont  les  deux   racines  imaginaires  feront  b:=:m  Cos.  V 

-+  m. Sin.  V. *^— •  i ,  &  /&  =  w Cos.  ^— •  w Sin.  F,  •'^'^--i 
(Art.  CXLV.).  Il  neft  donc  plus  queftion  que  de 
trouver  les  valeurs  particulières  de  /,  qui  repondent 
aux  divifeurs  réels  de  la  forme  mm  —  zmb.Cos.V^^ 
bb=:^Oy  &  qui  contiennent  chacun  deux  confiantes  ar- 
bitraires. 

Pour  cet  effet  nous  réduirons  d'abord  par  les  fub- 
ftitutions  préfcrittes  le  divifeur  w  w  —  2  w  ^  •  Cos.  V^^ 
bb=:oy  a  Tequation  différentielle   o  =  waw/-^2/wX 

■yj-Cos.r— I ^,   &    nous   chercherons    Tintégrale   de 


cette  équation  en  fuppofant /=:^'"**^^^»,  d'où  Ton 

Yy 
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tire    <//  =  mCos.Kr*"*-^*^^«i*-4.ff"'»-Cos-^^^^    ^ 

e  audx-i-e  ddu.     Subltituant   ces    va- 

leurs de  /,  dj/y  ddy  dans  l'équation  différentielle  o 
mm  y — 2  w -^  Cos.  ^-4.  — f ,   on  la   transformem   ca 

Cos.r^  ^'¥mmQa^V*i"*'^^u-^2myi 


^^•^'^  ^~^*  -j^y    &    en   effaçant 

les  termes  qui  fe  detruifent ,  &  divifànt  par  i^*-^^^ 
on  aura  »»iw«-4-»imCos.r*.«— 2mwCos.A^*»-i-i^ 

=  0,  ou  mm»(i— CÔrF*)-4-i^=o,  ou  bien, 
par  ce  que  dans  le  cercle,  dont  le  rayon   eft  l'unité, 

OTwSin.r  udM*-+ddu=:o.  Pour  intégrer  cette  équa- 
tion ,    on    la    multipliera    par    2 du,    &    on    aura 

mmSin.F*.2ududM'-i-2duddu  =  o.  dont  l'intégra- 
le,  en  ajoutant  la  confiante  arbitraire  du  même  ordre, 
*'»«*Sin.^'^»*  ,     fera    m mSHÛF^u u d x* -^ d u*  =z 


f 


II.  Partie.    Chap.  VIL  355 

«*  m*  SwTF*  d  M*  ;  d'où  l'on  déduit   /**    =  w*  SlôrF*  X 

d:f^  y   8c  y   en   tirant    la   racine  quarrée ,       -  =: 

dm 

mSin.FdM.    Or  i  —  —  =zds^  élément 

d'un  arc  de  cercle  s^  dont  le  Sinus  eft  —  ^  &  le  rayon 

I.  On  aura  donc  ds=zin^m.V.du^  dont  Tincégrale, 
en  ajoutant  la  confiante  arbitraire  B ,  eft  s^=zmx Sïn.  V 
— ^B.    Fuis  donc   que  la  quantité  m  ;i;  Sin.  F-+- B   peut 


être  prifè  pour  un  arc  de  cercle,  dont  le  Sinus  eft  — , 
&  le  rayon  i,  fi  Ton  defigne  par  -//'(iw^Sin«r'-**B) 

cet  arc  de   cercle,   dont  le  Sinus    efl  -^,    on    aura 

•7=:Sin.-<f'(w«.Sin.r-»-B)  ,    &     par    confequcnt 

» = a . Sin.  A' {m», Sin.  V-^ £ )  ,    &    fubftituant    cette 

valeur   de   u    dans  l'équation  fuppofée  yzzze"*'  ^'^u, 

on  aura  f=ae'"'''^'^'^Sm,A'(mx.Sin.y-^B)  va- 
leur convenable  de  /  pour  les  deux  racines  imaginai- 
res, ou  pour  le  divifeur  mm~^2m&,Cos.F-^réh=zo» 
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CCCCXCV. 

Ainfi  nous  avons  trouvé  tontes  \ts  valeurs  particu- 
lières de  /,  dont  la  fomme  donne  Tintégrale  complettc, 
réelle,  &  finie  de  Tequation  différentielle  propo{ée(H), 
lorfque  les  racines  de  Tequation  algébrique  correfpon- 
dante  (K)  font  toutes  réelles  ou  imaginaires ,  toutes 
inégales.  Toute  la  difficulté  eft  donc  réduite  prefente- 
ment  a  trouver  les  valeurs  de  / ,  avec  le  nombre  re- 
quis de  confiantes  arbitraires,  dans  le  cas  où  lequatiod 
(K)  contient  des  racines  imaginaires  égales  entr'elles  > 
c'ed  a  dire ,  lorique  cette  équation  (K)  a  pour  divi«* 
feur  le  quarré  ou  le  cube,  ou  une  autre  puiflknce  de 
la  quantité  réelle  w w— 2  w ^5 .  Cos*  F-4- Bézrzo.  Or  puif- 
queww— 2Wi&.CoStr-4-^it=(i^ — fwCos.r — niSin.^ 

^—  I  ) .  (  A— w  Cos.  r-»-  m  Sin.  FX  —  i  ) ,    on  aura  le 

quarré    (mm — im k  Cos.  F-^BBY^:: {h r^mCos.F-^ 


mSin.F.y"^iy.(J^'^mCos.r^mSin.Fy^iy  y  & 
généralement  la  puiffance  (mm — z m éCos.  1^-^61^)^=^ 


(^^wCos.  V^m  Sin.  K  *^d7)* .  (i^—mCos.V-^mX 

Sin,  F.  y  —  i  )  .  Il  ne  5  agit  donc  plus ,  que  de  trouver 
les  valeurs  de  / ,  dans  le  cas  ou  Tequation  (K)  a  pour 
divifeur  une  puiffance  de  la  forme  (b — wCos.^ — wX 
Sin.r.#/Zri"/  X  (^— mCos.r-4-wSin.r.f^d7/, 


f 
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CCCCXCVL 

Nous  avons  vu  cy--deflus  que,  fi  requation  algé- 
brique (  X  )  a  pour  divifeurs  ou  pour  faéleurs  les  équa- 
tions fui  vantes  i^—/=:o,  {h — f)  =05  {h — f)^z=zoy 
[b — /)  ^=^0y  les  valeurs  de  /  qui  repondent  a  chacu- 
ne de  ces  équations^   feront    refpeftivement  y=::e    a^ 

''yfiyyy^y  ^c.   &  V  etaut  des  confiantes  arbitraires. 
Donc,  fi  on  fait   fucceflivement  /=wCos. F— hwX 


Sîn.  r.  ^ — i  y  8c  f=^m  Cos.  F—  m  Sin.  F.  ♦^— •  i  ,  le 
divifeur  fimple  Jb  —  m  Cos.  F—  nt  Sin,  F.  t/^ — i  =  0  de 
1  équation  (K;  donnera /  =  a  ^  , 


&  le  divifeur  fimple  b^^m  Cos.  F-+  m  Sin,  ^.  *^—  i  =0 

donnera  y-^ioL  e  ^   a    oc  a    étant 

deux  confiantes   arbitraires;   par  confequent   le  produit 

de  ces  deux  divifeurs  (b—^m  Cos.  F —  m  Sin.  F.  *^— •  i  ) .  X 


(b — mCos.  F'-^mSln.F.  *^ —  i  )z=:mm'—zmbCos.F 
bh    donnera    ,=:c,^«*Ç«.»'-^«''Sin.F.*'CT 
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a  c  — ^  \  ^  ^ 

j^mx   ti.y.    —  *^^     M^ij  QQU5  avons  trouvé  cy- 

deffus    que    le    divifeur    mm — 2mhCos.F'^6ib=:0 

donne  /=:aV'"*^^-^.Sin.^'(w^Sin.  r-4-fl),  a"  8c  B 
étant  deux  confiantes  arbitraires.    On  aura  donc  Tega^ 

lue  e  {^ac  — !•  ot  c  j  =2 

«V'"'^"*''Sin.^'('»*Sm.r-|.B);    d'où,  en   divifant 

s=a'Sîn.^(mMSin.  r-^B),  &  en  multipliant  de  part 
&  d'autre  par  «*,  on  trouve  a***"'^'"'^''''-^-*. 
«'»*tf-"'*^'"-^-*'^  =  a'**Sin.^'('"«Sin.r-t-J5). 

CCCCXCVII. 

Suppofé  prefèntement  que  le  quarré  {mm'—zmbX 
Qc^V-^bbYy  ou  le  produit  des  deux  quarrés  imagi- 


naires (-*— wCos.r— wSin.r.l^-— i)'X  (A  — mX 
Cos.  r"— I-  w  Sin.  ^.  ^ —  I  )*  foit  un  divifeur  de  l'équa- 
tion algébrique  (  HC  ) ,  &  qu'on  veuille  trouver  la  va- 
leur de  /,  qui  repond  a  ce  divifeur,  on  fera  /'=mX 

Cos.  V'^m  Sin.  ^.  1^  —  i ,  Zc  enfuite/=m  Cos.  V~^m  X 


II.  Partie.    Chap.  VIT.  35^ 

Sin.P'.*^— I,  &  le  faa©ur  (i*~-wCos.r— wSm.r.X 
^ — -I )*  donnera  (Art.  précèdent)  /=ff^*(a-n3«) 
__^«,«Cos.FH.«»Sîn.r.^=7^,^^^)^  Le  Éifteur  (*-^ 


I»  Cos.  r— h  m  Sin.  K  l^ —  i  )*  donnera /= 

#  (a-4-px;.    La  lomme  de  ces 


deux  valeurs  de  /  donnera  la  valeur  de  /,  qui  repond 
au  quarr^  propofi^  (mw— 2Wi^Cos.J^-4»i$ift)*  ,  cette 
valeur  fera  donc  >'=r'"*^-^-+""^"*''-'''^(ff-4-^*) 


/  ^  ^OT  *  Sîn.  F,  ^'''— I  /  —  wjrSin.  F.r  — I  \     ,     mxCos*^ 

^«^  — 4-ûf  ^  J— 4"^ 


^^^^«.«Sin.r.^-._^^,^ -«,Sin.r.#^^ij^  Or  (Article 


preced.)    «^««Sin.r.*^=T_^^.^-«»«Sin.F.*^II7 

«''Sin.^(w*Sin.r-4.B0,  &  0 * ff*" ' ^'"- *'' ''^ -r 
/r»ff-"'*S'"-^-'''^=r«Sin.^(»»*Sin.r-4.B*); 
a'',  ^',  B',  F'  étant  quatre  confiantes  arbitraires.  Donc 
la  valeur  de  y  qui  repond  au  divifeur  (ww  —  2  m^Cos.  V 

-^bby  de  l'équation  (.ii:)fera/=^'"'^*"'''{«''Sin.^'X. 
(w  *Sin.  r-*-B')-^^«Sin.  ^'(»»  *  Sin.  F-hB")  > . 
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CCCCXCVIII. 

On   trouvera  de  la  même  manière  la   valeur  de 
y,  qui  repond  au  divifenr  (mm — zmbCos.V-^bb')    , 

r——  k 

OU  (  i* — m  Cos.  r— wSin.  V,  y—- 1  )  X  {b^m  Cos.  V- 
wSin.^.*^  — i)  .  Car  en   fubftituant  iwCos.r-4-mX 
Sin.r.i^— •!  au  lieu  de  /dans  Tequation  /=*    (< 
^)y.4.Y«*.+.<rM'-4>Û*r. -♦•»*  ""*),    on  trouve  que 


le   fafleur   {b^^mCo^V-^mSXxuVM — i)  donne/ 

-+.1-11  );  &en  fubfHtuant  mCos.^— w  Sin.r.*^— i 
au  lieu  de  /  dans  Tequatiou  /=:/'(a'— >./S'«— *.>'»* -h- 
J^'«'-4.Ô*f....H-i''«i  ),  on  trouve  que  l'autre  fafteur 
(^— .»iCos.f'-h»»Sin.r.«^— -i)    donne  /= 

-*•/«);  la  fomme  de  ces  deux  valeurs  de  y  fera 
la  valeur  de  /,  qui  repond  au  divifeur  propofé  (ww— 

amCos.f'.^-+'ièi^)  ;   par  confequent  cette   valeur  fera 


ij— 1\    .  jnxCo%.y  %^  ^— •  III  *  Sin»  f^.  ^^— 1 


f 


IL  Partie.    Chap.  VII. 


3^1 


fin 


7V 


&i 


f9$ 


k  —  t 


mxSiïuy»  r— -1 


/_  ^— iwjrSin. ^« 
\  9ê€ 


OLC 


. —  mTtSïruV.y^i 


)-- 


mxCos.F  ^ 


mxSin,y.y—t 


I    •  ^j,»^w«Sin.r.i^— I 


^/    »  —  j»*Siii.  f'.  1^ —  I     .    »    î   m  X  Sin.  P'.  *'— I 


^'x'é 


3  —•mxîHn.V.lr^i 


Ô'f. 


'**-*X 


).    Or 


Sin.r-^-B');   fixé 


mxSin^P^.  /^ —  1 


^H 


a  Sin.^(m«X 

.— »f  *  Sin.  V,  l^—i 


i  jnx Sin.  V.  ^  —i 


CTc.,  &  genenilcmeat  ,**-*tf'"*^^°-^-'''^^-4./**-*X- 

(S*,  7',  (îTc,  B',  jB",  B"',  CÎTc,  &  C  étant  des  con- 
ftaotes  arbitraires .  Donc  la  valeur  de  / ,  qui  répond 
au  divifèur  de  Tequation  (X)  (  w  »»  —  a  »i  ^  Cos.  F— »- 


bb")    fera/ 


m  X  Cos.  ^ 


{«*Sin.^'(»»«Sin.r-4.B) 


^'«  Sin.  ^  (  w  *  Sin.  r-+  B"  )  -+•  /;«•  Sin.  ^'  (  w  «  Sin.  V-^ 
5")-+J^ySin.^'('"*Sin.r-^B")-*-Ô:<:. 


Sin.^'(»»*Sia.r-t-C')}. 


Z  z 


/ 


2^a  fLEMENS   DU  CALCUL  IMTEVïRAL 

CCCCXCIX. 

Il  fuit  de  ce  que  nous  avons  dît  jufquicy  que,  fi 
on  refout  toute  Tequation  algébrique  (K)  en  fafteun  réels  , 
tels  que  h — fz==:o^  Bh—^2mhCos.y--+mm^=:o y   ou 

leurs   puiffances    (  B  — /)  =^>    (^^^  —  2m  h  Cos.  F-+» 

mm)  =^0j  la  valeur  de/,  qu'on  tirera  de  chaque  fa- 
fleur  fimple  Jb — f=^<^  contiendra  une  conftante  arbi- 
traire; celle  qu'on  tirera  de  chaque  faâeur  de  deux  dl- 
menfions,  h b-^im 6 Cos.  F^^m m  y  contiendrai  deux 
confiantes  arbitraires;  celle  quon  tirera  de  chaque  puif* 

lance    (6b^-^zmBCos.l^'^mm)  =0     contiendra    le 

nombre  2^  de  confiantes  arbitraires,  de  ibrte  que  cha- 
que fadeur  donnera  une  valeur  de  /,  qui  renfermera 
autant  de  confiantes  arbitraires  que  ce  faéleur  aura  de 
dimenfions;  par  confequent  la  fomme  de  toutes  ces  va* 
leurs  particulières  de  /  renfermera  autant  de  confiantes 
arbitraires,  qu il  y  aura  de  dimenfions  dans  le  produit  de 
tous  ces  faéleurs,  c'efl  a  dire,  dans  Tequation  (K)^  ou 
qu'il  y  aura  d'unités  dans  fon  expofant;  &  cette  fom- 
me donnera  Fintégrale  complette ,  réelle,  &  finie  de 
Tequation  différentielle  propofée  (H). 


/ 


/ 
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D. 

Il  fuit  de  plus  que  cette  intégrale  ne  dépendra 
que  des  quadratures  de  l'hyperbole  &  du  cercle,  &  que 
dans  tous  les  cis.  particuliers  on  pourra  la  trouver  par 
\t^  tables  des  logarithmes,  &  par  celles  des  Sinus.  El- 
le dépendra  des  logarithmes  feulement  dans  le  cas  où 
Tequation  algébrique  {K)  ne  contiendra  que  des  racines 
réelles,  ou  quelle  pourra  fe   refoudre    toute   entière  en 

fafteurs  réels,  tels  que  b — f^  ou  {b — /)  ;  elle  dépen- 
dra des  finus  d'arcs  de  cercle  feulement ,  dans  le  cas  où 
Tequation  (X)  ne  contiendra  que  des  racines  imaginai- 
res, ou  quelle  pourra  fe  refoudre  toute  entière  en  fa- 
ft^urs  réels,  tels  que,  iftA  — 2 Wi^Cos. F— »-w;w,  ou(^^ 

—  zmhQo^V^^mm)  ;  enlin  elle  dépendra  des  loga- 
rithmes, &  des  finus  darcs  de  cercle,  ou  de  la  quadra- 
ture de  l'hyperbole ,  &  de  celle  du  cercle ,  dans  le  cas 
où  Fequation  (AT)  aurdr  des  racines  réelles,  &  des  raci- 
nes imaginaires,  ou  quelle  pourra  fe  refoudre  partie  en 

fafteurs  réels,  tels  que  h — /,  &  {^h — f)  ,  partie  ea 
fefteurs  réels',  tels  que  h  h  —  2wai&Cos,r— hww.  Se  (bb 

^^2mbCos.y^^mm)  •    Nous    allons   appliquer    toute 


cette  théorie  aux  Problèmes  fuivants. 


V  J 
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DI. 

Problème  I.    Trouver  l'iatégrale   complétée   ea 
termes  finis    &  réels   de   Tequanon   différentielle    (i/), 

o=Aj.^^^^j;^^^^^(Dc.....^-^,  dans 

laquelle  la  différence  ^^  eft  confiante,  &  les  coefficiens 
j^yB^CyDj  &c..,..N  font  auffi  des  quantitcs  confian- 
tes ou  zéro  • 

Solution.  L^  On  écrira  dans  Fequatloo  différen- 
tielle propofée  j  au  lieu  de  /,  h  zu  lieu  à^^jéé  au 

lieu  de  — r*  %   &  généralement  b    au  lieu  de  — ^  ;    & 

on  en  formera  Tequation  algébrique  (iC),  ou  o=zA-^ 

Bb^Cb^-^Dh^^&c.....'^NJb\   du  degré  ;i. 

2.^    On  decompofera  toute  cette  équation  en  Êi- 

fteurs   réels,   tels   que  h — f=^Oy  (b — /)  =a,  6A^^ 

zmbQos.V^^mm'=zo^  (^bb — zmbQos.V-^mm)   =zo. 
3.^    On  cherchera  les   valeurs   particulières   de  /, 
qui  repondent  a  chacun  de   ces  fa£leurs,    &  chaque  fa- 
fleur  fimple,   comme  b — f=^Oy   qui  na  point   d'autre 

fa£leur  égal,  donnera /=r*ûr;  chaque  faéleur  conipofé 
de  plufieurs  faveurs   fimples  &  égaux  entr'eux,    comme 

{b — f)^=zo  J    donnera/=/'(a-i-/3*-*-y5«*-4-J^x'-i- 
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&c.....'^999  );  chaque  fafteur  de  deux  dimenfîons, 
comme  bb-^^imb Cos.  V^^^ mmz=zoy  qui  n  a  point  d'au- 
tre égal   dooaera  j^=ie^*  ^^^    ^0L^iVi.A'{mx^m.V^^\- 

S)'} y  chaque  faâeur  compofé  de  plufîeurs  de  ces  fa* 
éleurs  de  deux  dlmenfions  égaux  entreux,  comme  {bh 

^zmbCo^V^mmf=zo^    donnera    /  =  ^"^ * ^'''- ^ 

H-7x'Sin.u^'(^*Sin.r^D')  -»-  S' 9^^ Sin.  A\m n  Sin.T 

-^E)^<yc. -4.rx*""'Sin.^'(m^Sin.F-+N)}les 

lettres  ci^fi^y^i^&c.yB^C^D\E^(yc.^N'  fignifiant 
des  confiantes  arbitraires;  Sin.  ^  fignifiant  le  finus  d'un 
arc,  ou  d'un  angle  V ^  dont  le  rayon  efl  l'unité,  & 
Sio.-^'(wxSin.F-4*Af')  fignifiant  le  finus  d'un  arc,  ou 
d'un  angle  =wxSin.r-+-M'  pris  dans  le  même  cercle 
dont  le  rayon  efl  i. 

4.^  On  fera  la  fomme  de  toutes  ces  valeurs  par- 
ticulières de  /,  &  on  l'égalera  a  /•  Cette  équation  fera 
l'intégrale  complette,  réelle ,  &  finie  de  l'équation  dif- 
férentielle propofée  (H).     C.  J^  F.  T, 

DU. 
Exemple  I.    Trouver  l'intégrale  complette  de  Te- 

quation  différentielle  du  fécond  ordre  0 = tf/  -+     ^    -^     ^ 


dV        jj,^ 
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En  écrivant    dans   cette   équation    i    pour  ^,    6 

pour  ^^  de  bb  pour  — f  5   ^^  forme   Tequatîon   algé- 
brique   o:=ia'^bb-^cbb  y   ou,   en    divifant    par   r, 


bb-^ -H-  — =  0.     Cette  équation    eft   compofee   de 

deux    fafteurs  yfimples ,    ^  "^  77  "^ TT^ = 0  ,   & 

:zay   qui  feront  réels   &   inégaux 
fi  bb^j^ac;   ils  feront  réels  &  égaux,   fi  bb=4acj 

« 

&  ils  feront  imaginaires,  £1  bb  ^  j^ac. 

Dans  le  premier  Cas  on  comparera  Tun  après  l'au- 
tre  ces  deux  fafleurs  avec   la  formule  b — f=^Oy  qui 

donne /  =  «/   •    Par  la  comparaifon  du  premier  fa- 
fleur  on  trouve  /=  ^*~  /  ~^^^  ;    par  confequent 


«.^,—,1/77^7-7 


y=zae           *'             .     Par   la  comparaifon  du  fécond 
fii6leur    on    trouve  /= — — ^ — ,    «    /  — 

e  *'  .La  fomme  de  ces  deux  valeurs  par- 

ticulières  de  /   donnera   l'intégrale    cherchée 


ae 
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Dans  le  fécond  Gas,  ou  hl^=zj^acy  &  bzzzzyac^ 
Tequation  différentielle  propofée  fera  ozzza/^^-^j^t^ac 


cddy 


dx 


^5    &   Tequation  algébrique   b b-^^br  JL^^JL 


c  e 


={i&-H-r  —  j=:(>.    On    la  comparera  avec   la  for- 
mule  (b — /)  =0,  qui  donne /  =  r    (a-*-/?*),   & 


on  aura  /=— k  — ,  &  pour  l'intégrale  cherchée  / 


Dans  le  troifîeme  Cas  des  fa6leurs  imaginaires,  on 
comparera  fequation  bb^ h  — =  a  avec  la  for- 
mule bb  —  2mbCos.y'^mm=zo  y  qui  donne  /  = 
c^'^''''^iaSin.A\mxSin.y^B)},    &     on     aura 


m  w  =  ~  ;  -T-^2  m  Cos.  V=:  —  :  d'où  Ton  tire  w  =  ^^^r 


Cos.r= i-= L-,  &   Sin. r=fl±lf^ 


a   caufe   que    dans    le    cercle ,   dont    le    rayon  eft   i, 


Sin.  F=r  I — Cos.  F*.  L'intégrale  cherchée  fera  donc 


e     ''jaSm.AX'''^^^^^ 


J 
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DIIL 

Exemple  n.    Trouver   l'intégrale    complecte  de 
l'e^uatioa    différentielle   du    troiQeme  <Mdre,  o==r — 


On  trouve  par  les   fubiEtutions   préicrlttes    cette 


»  £»      .    -    -J  A? 


équation  algébrique  o=i  — 3«i6-4*2«'^y   ou,   en 


diviÊint  par  24^ ,  iJ  — -i— -♦• — r=o.  Cette  equatioa 

fe  refout  en  deux  fa£leun^  Jb^^^a-=zoy  &f  ^—7) 
=:a«  Le  premier  faéleur   fîmple  étant  comparé  avec  la 

r 

formule  i'-^fzzzo  donne /=  —  —  ay8c/=zsc/ 'z=z ae    * '• 


L'autre  fafleur  étant  comparé  avec  la  formule  {b — // 


M 

f* 


0  donne /=:-•,  & /=r     (/3-i-y»)=ff  (^-*-y«). 


»• 


!gralecomplette(êra/=a0   *'-*•/ (/3-4- y»). 


DIV. 
Exemple  III«    Intégrer    Tequation    différentielle 


L'equa- 
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L*equatloQ  algébrique,  qu'on  trouve  (iar  les  fubfti- 


î   £?  /î  1 


tutloQS  préfcrittes,  eft  o=:i-—aè  ,  ou  iè  ——-==«, 


«) 


1 

qui  fe  refbut  en  ces  deux  £i£leurs,  ^—--^rzo,  8c  Ai 
—  -4-  ~  =  ^  •  Le  premier  fadeur  firaple ,  étant  comparé 


» 


avec  la  formule  ib — /=^>  donne /:=:  —  ,  Scfzsac^; 

1  autre  Û6leur,  ne  pouvant  fe  refoudre  en  fa£leurs  (îm* 
pies  &  réels 9  doit  être  comparé  avec  la  formule  Aib'^ 
imb Cos.  F--H mmz=zo  .  Ce t te  comparaiibn  donne  m  =s 

-i.  &  Cos.r=— -;   d'où   Ton  tire  Sin.r=:ili    a 


;ia.r=A^ 


caufe  de  Sin.  r=r    i— Cos.A'    .  On  aura  donc/'S 

jr 

f'"'^**-^{0Sin.^(m*Sin.r-+.B')}=r*~{;^Sm.^'X 
(■^'— ♦•B'^\  .   L'intégrale  complette  fera  /=«<•* 


f" 


DV. 
Exemple  IV.    Intégrer    l'équation    différentielle 


du   quatiieine  ordre   o=/ 


Aa» 
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On  en  formera  par  Hikilitutioa  Tequation  algébri- 


que   0=1— .4* i&  ,   ou   o=zè  — -i-=:r^ — -jj  X 
(è--*-  —  j  (h 6-^  ~~\ .    Les  deux  fa£leurs   (impies    & 


jéels  B — •"==»>   &  ^— h  — =  0  donnent  /znac 


fe  '.Le  troifieme  £i£leur  ii~^r'^=zo^  étant  com- 
paré avec  la  formule  J^i^—zméCcK^V^^mm^zzo  y 
donne  1»:=-^,  &  Cos.^=:o;  dotiTon  tire  Sin.r=i, 


a  caufe  de  Sin.  F=/^  i  — Cost^  ,    Or  la  formule 


mxCouF 


bb  —  2i»^Cos.r-+.OT»i=o  donne  /=z=r'"*^'^'^.  X 
7Sin.^'(»'*Sin.r-4-vB')  =  YSin.^'f  7-4.^^    dans 

i 

le  cas  prefent  a  caufe  de  l'expolànt  m«Cos.r=9,  qui 
rend  ^""^•''=1.    Donc  l'intégrale  complette  de  IV 


t  it 


quatîoQ  difFérentîcUç    propofée    fera  fzzzae^  ^^fie 
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DVL 
Exemple  V.     Intégrer    l'equadoo    différentielle 


I/equation  algébrique  qui  en  refulte  par  les  fubfU- 

4  4  » 

tutions  eft  0=1 -+•<»♦/&  .•  d'où  l'on  tire  o-=zb  -♦•-r 

=  (^bb^t£L^^)(kb-^il^^^),  En  com- 

parant  chacun  de  ces  faéleun  avec  la  formule  èè--^ 
a  m  Cos.  F-4-  m  »f  =  0 ,    on  trouve   pour  tous   les   deux 

m  =2-^^  pour  le  premier  wCos.  ^=: — -^   .  ^    &  pour 

le  fécond  m  Cos.  ^=  — ^  ■  ;   par  confequent  pour  tous 

les  deux  m  Sin.  r=  — V"  •     H  refulte  de  la  que  Tinté- 
if  y%  * 

gnde  complette  de  Tequation  différentielle  propofée  fera 

DVII. 
Exemple  VI.     Trouver  l'intégrale  complette   de 

Tequatioa  différentielle  d'un  ordre  quelconque  0;= 
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L'équation   algébrique   qui  en  refulte  efl  o=i&     « 
Or  toutes   les    racines  de   cette   équation  étant  égales 

* 

entr  elles  ^   on  doit  la  comparer  avec  la  formule  (i&— - 
f)  =0,  &  on  aura  ^:=»,   &  /=^y  par  confequent 

ez=.c^=ziy  &  l'intégrale    complette  fera  / = a -4- i3 ;r 


yn^^là^^&c.......^fn^'^ 


• 


On  trouve  la  même  intégrale  complette,  mais 
d'une  manière  beaucoup  plus  longue,  par  la  méthode 
ordinaire  «    Car  par  la  première   intégration  on   trouve 

g=:     ^J^i   multipliant   cette   équation    par   dn  y  on 

aura  adx=z ^,    &  en  intégrant   une  féconde  fois 

on  trouve  air-4-/?=--7i::7  ;  multipliant  encore  par 
ân^  on  aura  anàn^^^dnzzz  ^  ;  &  en  intégnmt 
pour  la  troifieme  fois,    on   trouve  -Lax«'-t-/3x-^'vr=: 

^_|-  ;  &  continuant  aînfi  d'intégrer  le  nombre  de  fois 

/i,  &  changeant  les  expreffions  des  confiantes  arbitraires , 

on   trouvera   la   même    intégrale   complette   que   nous 
avons  déterminée  cy-deflus. 
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DVIIL 

'  REMARauE  L    Si  on  prend  un  nombre  quelcon* 
que  de  fa£^eurs  réels  d'une  ou  de  deux  dimenfions,   ou 

leurs  puiiTances ,  comme  )&-H-^5  i5iJ-+/T;&—»-r,  (it—t-^)  , 

{bb'^ab-^c)  y  &  qu'on  égale   leur  produit  a  zéro, 


on  aura  une  équation  algébrique  de  la  forme  {K)^ 
dont   on   connoitra   tous  les  fa£leurs  réels;   fubftituant 

enAiite   dans  les  termes  de  cette  équation  y  pour  h   , 

^pour  b^ — f-pour  b^  y  8c  généralement--^  pour  b" y 

on  en  formera  une  équation  différentielle  de  la  forme 
(H) y  &  de  Tordre  quon  voudra,  dont  on  trouvera 
tellement  l'intégrale  par  le  Problème  précèdent,  &  on 
pourroit  de  cette  manière  conftruire  une  Table  généra- 
le des  différentielles  de  tous  les  ordres  de  la  forme 
(H)  &  de  leurs  intégrales,  refpeélives,  en  prenant  des 
Êtéleurs  convenables  •  Suppofé ,  par  exemple ,  qu'on  prea- 
ne  les  trois  fafleurs  réels,  it-H-i,  bb-^b-^iy  fc  (bb 


— iè-t-i)*,  &  qu'on   égale   leur   produit  a   zéro,    on' 
aura  l'équation  algébrique  du  feptieme  degré,    a=i— ♦• 

hb-¥h  -t-b  -*-/t  -t-iè  ,  dont  on  formera  par  les  fub- 

ftitutions  préfcrittes  Tequation  difT^rentielle  dafeptîeme  or- 
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^  ^  J»^  Jx^  à/"  d»^  d%^^ 

vera  Imt^rale  complette  de  cette  oquation,  ea  cher- 
chant les  valeurs  particulières  de  /^  qui  repondœt  a 
chacuQ  des  trois  ia6leurs  quoa  a  choifi,  &  ea  égalant 
la  fomme  de  ces  valeurs  particulières  a  la  variable  y . 

Le  premier  fa£leur  b'^i  doanera  /=flfr""*;  le  fécond 

jr 

le  troifieme  fa£leur  {bb-^h-^i^    donnera  / = v ^    X 

r 

Sin.^'(liÛ^C)-+.cf>xr'*Sin.^'(^^-^  par 

confequent    Tintégrale     complette     fera    /=»/*■'-+ 

#«?    •'sin.^'(Jî4^-+.S')-+7f'Sm.^(^-4-C') 

-4"  /  «  r^  Sin.  ^  (-ii-i — ».  /y)  .     On    peut   aufli    pren- 

k 

^  hy  ou  (à  puiflànce  quelconque  b  pour  un  des  fa- 
deurs réels,  dont  le  produit  forme  l'équation  algé- 
brique (-K),  &  en  comparant  le  £i£leur  b  avec  la 
formule    -&— /,    on    aura  /=•>    &   la    valeur    de 

f ,  qui  repond  au  fàéleur  b.^  fera  y:=ia.c*=^»-y  a  caufe 
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âe   l'expofant  fM=zo.  De  même  en  compitiant  le  ùr 
fteur  J^    avec  la  fomiule  (^— /)  ^  on  amn  f=zo^  & 

DIX. 

Remaroiux  II.  Nous  avons  donné  dans  l'Art.  III« 
de  la  première  Partie  des  méthodes  générales,  &  dett 
Tables  pour  refoudre  en  faflenrs  réels  d'une  ou  de  deux 

dimenfions   le  binôme    h  ztc'  y  &   le  ^  trinôme  if^  " rt 
âc^if' ::±c^'' y  lorique  n  eft   un   nombre   entier  pofuif 
quelconque»  Donc,  fi  on  fuppofe  b"^ ztc^^=^o^  &  b^^ 
z±ac^ b^ z±c^'^=^o^   &    que   dans   ces   deux   équations 
algébriques   on  fubftitue  /  pour  ^^  >  TT  P^"^   ^'^  >    ^ 

^-^  pour  b^^  y  on  aura  les  deux  équations  différentiel- 


dTy     .    n «        ^* 


%n 


le$  de  la  forme   (H)  ,  — 4i±cV  =  <')    ^      ^ 

*^  Y  z±c*''f^=^Oy  dont  on  pourra  toujours  trouver 
les  intégrales  complettes  par  le  Problème  précèdent.  Il 
eit  bon  (f  obferver  icy  que ,   fi  les  deux  équations  alge» 

briques  etoient  ,&"" :± c"" *  =  o ,  &  A'~'*''^ac^'* 
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i'~"  *  ;t  ^"^  *  *  -^^  N  ®°  ^-5  reiuiroit  Êtcilement  a  la  for- 
me  des  deux  premières  h  ri:^*=^>  &  ^^    :±ac' J^  ^ 


c^''=zoy  dans  lefquelles  if  eft  ua  nombre  entier  pofîtif. 
Car^  en  multipliant  toute  Feqaation  ift'"*^c~''=a 
par  c'a  ,  on  la  change  en  c^ ^b"^ z=zo^  doà  Ton  tire 
£icilement  b  ztc'^^^o;    &  de  mdme^  en  multipliant 


29 


Tautre  équation  par  c    b    ^  on  la  changera  en  r^^ 
ac' b'' :±b^'*:=zoy  d'où  Ton  tire  aifément  A**Hh^^*^^ 


c*"=a.    Il  ne  s'agit  donc  plus,  que  d'intégrer  les 
deux    équations  ^'±c''/=:o,  &    £^^l£ÙL 

c^''f=zoy  dans  lefquelles  n  eft  un  nombre  entier  pofi- 
tif)  8c  d:c  coudante;  c'efl  ce  que  nous  allons  Eure  en 
détail  dans  les  Problèmes  fuivants. 

DX. 

Problème  II.    Trouver  l'intégrale  complette  de 

Tequation  différentielle  o=:c*/— .— f  . 

Solution.    On   la  réduit  d'abord   a  Tequation 

algébrique  or^c*— /6*,  ou  i^"— c'sso,  qui  eft  tou- 
jours divifible  par  /(rr;c=S0|  quelque  fi>It  le  nombre 

n  pair 
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n  pair   ou  impair,  &,  (i.  ce  nombre   eft  pair,    elle   a 

de  plus  b-^c^zo  pour  faéleur  (impie.  Il  fuit  de  là, 
qu  on  aura  toujours  la  valeur  particulière  / = /  * ,  quel- 
que ibit  le  nombre  n^    &  fi    ce  nombre   eft  pair,   on 

aura  de  plus  l'autre  valeur  particulière  y:=zc^^'. 
Tous     les     autres     fafleurs     (impies     de     Tequation 

h  — €^=20  font  imaginaires  ,  &  ils  font  tous 
contenus  dans  les  fa£leurs  réels  de  deux  dimenfions^ 
qu'on    trouve    par  la    formule  générale   bb — zcb.^ 

Cos.^^-H-rc=a(Art.CLXiii.),  dans  laquelle  tt  defigne 

la  demie  circonférence  d'un  cercle,  dont  le  rayon  eft 
I.,  &  2. a  un  nombre  pair  quelconque  pas  plus  grand 
que  »,  par  confequent  îjutt  un  arc  du  même  cercle 
au  rayon  i  . 

Comparant  cette  formule  générale  bb—zcb.  Cos.  —^ 

'^cc:=zo   avec    le   faéleur   trinôme  bb — zmh.Cos.y 

-^^mm^rzo  ^   on    trouve   w=:c,    Cos.  K=Cos. -^  , 

y=:l^^Sç.  Sin.  y=:Sin.^ y  de  forte  que  le  fafteur 

Bbb 


y 
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If  h 2Ci&.C0S.^^— ►CC  =  itift— 2Wi&C0S.^— 4-OTIW 


mxCo%.V  o: 


ae  *    Sin.  ^'(c«Sin.-^-H-B').  Or,  comme  on 


donnera  /  =  a^'"'^^'-''  Sim^' (wxSin-r^B') 

Sin. -4'(c«Sin.— ^ 

trouve  (Art.  clxiil)   tous  les   fa6leurs   réels  de   deux 

dimcnfions  du  binôme  b  —  c*,  en  fubftituant  fuccefli- 
vement  au  lieu  de  2  ft  tous  les  nombres  pairs  plus 
petits   que   n    dans   la   formule  générale   bb — icby, 

Cos.  lîi-I-4-rr=o:  fi  on  fait  fucceflivemcnt  les  mêmes 


cx.Cos.l!i 
fubftitutîons  dans  la  valeur  générale/ =atf  *    X 

Sin.^'((rxSin.^~-+'B'),  on  aura  les  valeurs  particu- 
lières de  / ,  qui  repondent  a  tous  les  £i£leurs  réels  de 
deux    dimcnfions    du    binôme    b  — c*=::o.   La  valeur 

particulière  de  /  )  fçavoir/=«/  ,  qui  repond  au  fa- 
fteur  fimple  b — c  fera   aufli   contenue   dans  la   valeur 

générale  f=zac  *    Sin.  A' (ex  Sin.  ^-^  -4- K) . 


Car,  en  fâifànt  2/jL=i0y  on  aura  Cos. = Cos. 0=1; 

Sin.  i^=:o,  &  la  valeur  générale  de  /  deviendra/ = 
«^    Sin.-^'(jB'),   quon  peut   exprimer  par  «V,  en 
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£;ùÙLnt  le  produit  des  deux  confiantes  arbitraires  a  & 
Sin. B=za^  ou  en  l'exprimant  par  une  feule  confiante 
arbitraire  a .  Dz  même ,  fi  «  eft  un  nombre  pair ,  la  valeur 

particulière  de / ,  fçavoir  ^=rixr~^',  qui  repond  au  &• 
cleur  fimpie  )&-h-c  fera  encore  contenue  dans  la  valeur 

c  X  •  Cos.  ■ 

geoerale/=aff  "    Sin.A'(cxSm.-^'^B')  . 

Car  en  faifànt   2^=»)  on  aura  Cos.'^^=:Cos.-n'  = 
—  i^j  &  Sin.-~=Sin.^=o,&  la  valeur  générale/ =: 

c  X.  Cos,  un 

ae  *    Sin. -^'(rxSin.—^-t-B')    deviendra  /== 

ff  ^~^'  Sin.-^'(B')  5  quon  peut  exprimer  par/ = a  ^~^*  , 
en  mettant  la  confiante  arbitraire  a  au  lieu  du  produit 

aSin.^'(^')- 

On  trouvera  donc    toutes  les   valeurs   particulières 

ex  Cos. 


de  /  5   fi  dans   la  valeur  générale  f=zote  "X 

Sin.-rf'(c*Sin.-^-i^-H-B')   on   fubflitue   fucceffivement 

au  lieu  de  2/^  tous  les  nombres  de  la  fuite  o,  2^  4> 
6,  85  Ô'c.  jufqua  »  inclufivement ,  lorfque  n  efl  un 
nombre  pair,  &  jufqua  »  exclufivement ,  lorfque  n  efl 
impair.    Donc   en  faifant  la  fomme  de  toutes  les  va- 
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leun  particulières  de  /,  on  aura  pour  l'intégrale  coni* 


plette  de  Fequation  différentielle  propolée  /=«« 
0c  *  Sin.^'(f*Sin.J!f-+B')-+-7ff  *    X 


c«Cos.ll. 

Sin.ur(c«Sin.^-+C')-+.^ir  *  Sin.^(c«  X 


Sîn.  -^  ^  Zy  )  — »•  CTc,  ,    en  continuant   les   termes    4e 

cette  fuite,    jufqua  ce   quelle  renferme  le  nombre  n 
de  confiantes  arbitraires,  ou,  ce  qui  revient  au  m^me, 

)u(qua   ce    que  le   coefficient  de  7,  ou  -^  devienne 

plus  grand  que  l'unité^    Si  n  eft   un  nombre  impair. 


rjrCos. 


»— I. 


le  dernier  terme  de  cette  fuite   (era  t^c  *     X 


Sîn-^'(c«Sîn.i:=ji^-t.JV').  Car,  fi  n  eft  un  nom- 
bre impair,  n— i  fera  le  nombre  pair  le  plus  grand 
de  la  fuite  o,  2,  4,  (^,  CTc.^  jufqu'a  n  exclufivement; 
&,  fi  n  eft  un  nombre  pair,  le  nombre  n  fera  le  plus 
grand  de  la  fuite  0,  z,  4,  tf,  Û'c,  jufqu'a  n  inclufi* 
vement  • 

Donc,  quelque  (bit  le  nombre  ^,  on  trouvera  fa* 
cllement  l'intégrale  complette  de  Tequation  diffi^rentiel- 
le  propofée.    C.  J^  F.  T. 
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Exemple  I.    On   demande   l'intégrale   complette 

de  Tequation  dificrentiçlle  du  quatrième  ordre  p:=r/-— 

En   comparant   cette    équation    différentielle    avec 
Fequation   générale  o=:c"/  — — i.   on   trouve   »==4y 

&  c  r=:  I .    Donc  l'intégrale  complette   fera  /  =  a  ^ 
^/^'''•~Sin-^'(*Sin.^-+5')-+7^''^^''^Sin.^'X 


(xSin.Tr-+C')=«ff  -».^Sin.^'(«-4-B')-4.Vff 


puifque    Cos.— =0,    Sin. — =i,-  Cos.7r=— i,   & 

Sin.  7=0. 

Exemple  II.    On  demande   l'intégrale    de   cette 
équation    difiérentielle    du    cinquième    ordre    0=/— ^ 

En    la    comparant    avec    l'équation    difFérentiellé 
o^c'*"— — -^«   on   trouve    »  =  5,  &  c=i.    Donc 

«Cos. -il. 

l'intégrale  complette  fera  /=:««'*-+•  /3  *  '  Sin.  -<^X 

«Cos.  JlI  ^  ^-, 

(xSin.iLL-4-B')-4.7f  '   Sin.^'(«Sin.-^-+-C) 


ou  y  =  «ff*-4.^/^*-7»''  Sin.^'(*Sin.72*-4-B') 
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7ff*^»**-°Sm.^(«Sin.35.*-+C').    Car  puifque  a» 
eft    la  cîrconfetence   du  cercle  de   3^0.^ ,  ~  fera  de 

72.*,  & -if  de  144.*.    Or  Cos.  144**  =— Sin.s^*' , 


&  Sin.  i44^=Sia.  3^^. 


D»I. 


Problème  III.    Trouver  riot^rale  complétée  de 


Tequation  différentielle  oz=zc'jf'^ — ^. 

Solution  «    Cette  différentielle  fe  réduit  par  les 

fubflitutions  préfcrittes  a  Tequation  algébrique  h  ^^c^ 
r=:a,  qui,  dans  les  cas  où  n  eil  un  nombre  impair  a 
pour   divifeur   fimple    ifr— ec  =  o,   d*où    Ton   tire  /  = 


«^~^**  Tous  les  autres  divifeurs  fimples  font  imagi- 
naires ,  &  ils  font  tous  contenus  dans  les  £i£):eurs  réels 
de  deux  dimenfîons,  qu'on  trouve  par  la  formule  gé- 
nérale h  h  —  ^cb  Cos.  ^^"*'''''  -+  c  c  =:  o  ,  en  fubflituant 


dans  la  fra£lion  tous   les  nombres  impairs  plus 

petits   que  n  au   lieu  de  2/x— ni  (Art.  CLXI. ).     Èa 
comparant  cette  formule  générale  avec  le  trinôme  bb^^ 
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2  WiéCos.  f-+-ww  =  «,    on   trouve   m^zcj  Cos.  ^= 


defortequelefafteuri&i& — 2m6.Cos.y'^mmz=zo:=:iAi^ 
—  2gi&.Cos.  "*"^''*--4.cc   donnera  la  valeur  générale 


ex  Cos. 


»(!*-••  I  ,ir 


ae  •      Sin.^(r^Sin.iil:±i:i:-4-B');    &   la 

valeur  particulière  /  =  a/"^*,   qui  repond  au  fàfteur 
^-+T=:a,  lorfque  »    eft  un  nombre  impair   fera  aufli 

C  X  Cos*  I 

contenue  dans  cette  valeur  générale  / = a  ^  "      X 

Sin. A' {ex Sin. ±!tztlzl ^B)   en  fubfti tuant    zfji^i 


pour  w;  car  alors  on  a  Cos. -— — ^— =  Cos. -^ = — i  , 


&  Sin.  ^^"^''"^  =  Sin.  7r=^0y  ce  qui  rend/  =zae    ^* 

Sin.-^'(B')  ,  ou/  =  a^~^',    en    mettant    une    feule 
confiante  arbitraire  a ,  pour  le  produit  a  Sin.  A\B). 
On  trouvera  donc   toutes   les   valeurs   particulières 

C  X  Cos*  ■ 

de  /,  fi  dans  la  valeur  générale  /=a^  •      X 

Sin.^'  ((rxSin.*^"^''''-^jB')  on  fubftitue  fucceirivement 
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tous  les  nombres  impairs  i,  3,  5,  7,  (Je.  qui  ne 
font  pas  plus  grands  que  Texpcfant  n  (Art.  CLxr.} 
&  la  fomme  de  toutes  ces  valeurs  particulières  de  j 
donnera    Tintégrale    complette    cherchée 

^  =  r         •Sm.-^(c*Sm. i-B^)-*-^^  •    X 


-  _  f%  Cos.  ^^  -  ^ 

Sin.^'(f«Sin.iI-^C)-i-yir  •  Sin.  ^  (  c  *  Sin.  H 


/ 


D')— t-(2rr«  en  continuant  cette  fuite  jufqu'a  ce  qu'- 
elle contienne  le  nombre  n  de  confiantes  arbitraires, 
ce   qui  arrivera,  fi  on  fubftitue  fuccefTivement    toutes 

les  fractions  —,  —  %  —  1  — ,  ^^«     qui    ne    furpaffent 
point  Tunité.     Lorfque  n  fera  uti  nombre  pair,  le  der- 

g  y.  Cos.  ^  ^ 

nier  terme  de  la  fuite  fera  ^e  *     Sin.-^\rx,X 

Sin.  *~''^  — t,JV'^,     Mais,   fi   ;»  eft   un  nombre  im-* 

pair,    le  dernier  terme   fera  y^~^*,  &  le  pénultième 

fx.Cos.îHL2  — - 

P^  •     Sin.^(fxSin>^~''^^M^).    On  au- 

ra   donc  dans   tous   les  cas   l'intégrale  complette   de  la 
différentielle  propofée.    C.  ^  F.  T. 

Exemple  •    On    propofe    de    trouver    Fintégrale 

complette   de  cette  équation  dififérentielle   du  feptieme 

ordre  o=zy^^jiJL.  ^ 

-^       d»7  En 
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En    la    comparant    avec    Tequation    diiTt^rentielle 

o=:r*/-+-~,  on  trouve  r=:i,  &  «==7;  donc,  en 

fubftituaat   ces   valeurs  dans    la  formule  générale,   on 
aura   pour   l'intégrale   complette   de  la  propofée  /  = 

*.Cos.JL  ,  _  «Cos. —• 

fte  ""  ^i^A^x^va^^-^B'^-^^e  ^  Sin.^'X 

X  Cos.  -^— 

(«Sin.i^-|.C')-^7ff  '  Sin.^'(*Sin.-^-4-D') 


s^r*. 


DXII. 


Problème  IV.    Trouver  l'intégrale  complette  de 
Fequation  différentielle  — ^rt — jT^  —  ^   y^=^o. 

Solution,    Cette  différentielle  fe  réduit  par  fub- 
fUtutions   a   Fequation   algébrique   b     :±^zac^ h  —^c 
=  0,   qui  eft   le  produit   des  deux  fafteurs   réels  h  H; 


^Vaa-^\-=.o^  ^  h"  •:±  a  c* '-^  c"  ^ 


ac"  —  c"y  aa~^i=.o.  Su  b  -hac'-^cy  aa-^iz=zo. 


Or  puifque  t^aa-^i  >  a^  \{  elt  évident  que  z+^c* — 
c'y  aa-hi  eft  une  quantité  négative  ,  qu'on  peut 
fuppofer   =  — />' ,  &    qu'au    contraire    ^ac'-^c'  X 


/aa'-hi   eft  une  quantité  pofitive,   qu'on  peut   fup- 

C  c  c 
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pofer  =-+^*.    Donc  les  deux  fa£leurs  feront  l/ 


=  a,&i&-+^=a.     On  trouve  par  le  Problème  IL 
que   la   valeur  générale  de  /,   qui   repond   au  ^fleur 


f  «Cos. -IL 

Sin.^-*.B')-».7*  "  Sin.^(/>«Sin.if-+C') 

(ycy  &  par  le  Probl.  III.  la  valeur  générale  de  / 
qui   repond    a  l'autre  fafteur    b  -^q'^Oy    efl:/'  = 

a'e  "  Sitt,A'(qKSin.^-^B')'^(i'ç  '  X 


f  X  Cos.  iJL 

Sin.^'(^xSin.-^-4-C^)-+V^  *  Sin.^'(^x  X 

Sin.^-+2)'')-+Ô*f.,   en   fubftituant  q  au  lieu   de  # 

dans  la  formule  générale  du  dit  Problème^  &  en  écri- 
vant a  au  lieu  de  a ,  ^'  au  lieu  de  fi  y  A""  au  lieu  de 
B'y  C  au  lieu  de  C,  (yc.   pour  éviter  la  confufion. 

La  fomme  de  ces  deux  valeurs  de  /  donnera,* 
pour  l'intégrale  complette  de  la  différentielle  propofée^ 
l'équation  fuivante 


ae 


p» 
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fie 
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Sin,A'(pHSia.'^-^B) 


f  X  Cos.  dZ 
;*Co$.— 


ne 


q  X  Cos.  •-• 


Sin.A'(qxSin.^'^B') 


Çie  "  Sin. ^ (^q » SîiL i^ 


f  xCos. 


5» 


C^) 


D^) 


Ô-r. 


C.  J^.  F.  T. 

DXIIL 


Lemme  I.  Suppofé  que  -»•  foit  la  demie  circonfé- 
rence d'un  cercle,  dont  le  rayon  eft  i,  &  r  un  arc  de 
cercle,  dont  le  Cofinus  foit  a^i^  on  trouvera  tous 
les  fafteurs  réels  de  deux   dimenfîons  du  trinôme   gêné- 


es''=:o,  en  fub* 


rai  h  ^^-¥2ac*h    {omc'b  Cos.t) 

ftituant  fucceffivemeot  dans  la  formule  hb — 2r^Cos.X 


(î^^^^-^)-+rr=:;a   tous  les  nombres  impairs  i>  3>  S>  7 


zn^^iy  an  lieu  de  ft« 


/ 
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On  démontre  cette  propofition  par  la  méthode  que 
nous  avons  donnée  Art. clvil  Car  foit  bh — zcbCo^.M 
^^cc=:o.  Le   fa£leur    réel  indéterminé  du  trinôme  ae- 
neral   propofé,   une  des  deux  racines  de   ce  Û6leur  fera 

Jb=:cCos.  Af-4-c  /^Cos.  M^—  i  =rCos.  M-4-r  Sin. M  X 


-I,  a  caufe  de  l'égalité  Cos,Af  -t-Sin.Af  z=i.  On 
aura  donc  (Art.CLvn.)  h"" ^zc" Cos.nM^^c' Sin.^^M.X 


I,  &  i&'''  =  r*''Cos.2»M-t.c"Sin.2i»M.i-^— r- 
Si  on  fubftitue  ces  valeurs  de  /&*",  &  de  b"^  dans  le 
trinôme  gênerai  b^'^-^ic'  b  Cos.  r  -4-  r *  ''  =:  0 ,  il  de- 
viendra c^^Cos.  2wM-+r**Sin,2»M.»^''^^-+-2c^''X 


Cos.»MCos.T-4.2  r^'^Sin. »MCos.  r .  ^. —  i  — 4- c     =0 


2  n 


d'oîi  Ton  tirera  fuivant  la  méthode  de  TArt.  clvil  les 
deux  équations  fuivantes 

I.  c*''Cos.2»M-+2r*''Cos.»ilf.Cos.r-+r*''=:o, 

ou ,  en  di vifant  par  c*  * ,  Cos.  2  n  M-*-  2  Cos.  n  M.  Cos.  r 
1=0. 


IL    r  "  Sin.  m  M.  k  ~  i  -+  2  c*  "^  Sin.  »M.  Cos.  r  .X 


1^ — 1=0^  ou,  en  divilant   par  c^^  t/^^  i ,  Sin.  znM 
2  Sin.  fi  M.  Cos.  t  =:a .    * 
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Or   on   a    toujours   (Art.   Lxxiii.  )   Cos.  2»M= 


2C0S. »ikr  —  1  y    &    Sin.  2  »  Af  =:  2  Sin.  n  M.  Cos.  n  M. 


Donc,  en  fubftituant  2  Cos.» M  —  i  au  lieu  de  Cos. 2» M 
dans  la  première  équation,  &  2  Sin.;? A/.  Cos. //M  au 
lieu    de  Sin.  znM  dans   la   féconde ,   on   aura  par   la 


première  équation ,  2  Cos.  »  M  -+•  2  Cos.  n  M.  Cos.  T=zoy 
8c  y  en  divifànt  par  2  Cos.»Af,  Cos.  »Af— ♦-Cos.r  =(?; 
&  on  trouvera  par  la  féconde  équation  2 Sin.  nM.  X 
Cos.»M— i-2Sin.  »M.Cos.r=o,  &,  en  divifant  par 
2  Sin. nMy  on  aura  encore  Cos.  n  M -+•  Cos.  r  rzio;  on 
aura  donc  par  ces  deux  équations  Cos.nMz=z — Cos.  r* 

Mais,    Cos.  r   étant    pofitif,   on   a  — Cos.t=: 

C0S.(T5r— r)  =  Cos.(3'7r  —  r  )=:Cos.(  5-?^  — t)  =:Ô"r.^ 

&  généralement  —  Cos.  r  =:  Cos.  (  m  tt — r  ) ,  (m  étant 
un  nombre  impair  quelconque.  Donc  dans  cette  fuppo- 
fition  on    aura    Cos.»jM"=Cos.  (/x'^r—iT),  par  confe- 

quent  Tare  »M=:jU7r— r,   &  M=  ^""^^^  Subftituant 

cette   valeur  de  M  dans  le   fafteur  indéterminé  H—^ 

2  Ci&Cos.M—f-rc=a,  il  devient  /&>è — icb.Cos.  (^tJLlIZA 

^^^ ce  =20 y  formule  qui  donnera  tous  les  fafteurs  réels 
de  deux  dimenfions  du  trinôme  gênerai  propofé,  en 
fubftituant  fucceflivement  au  lieu  de  /x  tous  les  nombres 
impairs  jufqua  m — i  inclufivement;  car  il  en  eft  inu- 
tile d'en  fubftituer  de  plus  grands,  par  ce  quils  donne- 
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roient  les   mêmes   quantités  quon  auroit  déjà    trouvées 
par  les  mêmes  fubftitutioas .    C.  j^  F.  D. 


DXIV. 

IL  Dans  la  fuppofitioa  du  Lemme  précè- 
dent ,  on  trouve  tous  les  faéleurs  réels  de  deux  dimenfioiis 

du  trinôme  gênerai  ifr**—  2 ac* h" (ou  —  2  c'è^ Cos.t)-+ 

c^^=zzoy   en  fubfHtuant    fucceflivemenc  dans  la  formule 

Jfb-^icèCos.  (  ^^~^  J--Hcc=:o^    tous    les    nombres 


pairs  2,  4,  6^  8 2n  au  lieu  de  ft. 

On  démontre  cette  proportion  comme  la  précé- 
dente. Car,  en  fuppofant  que  Ab^-^icbCos.M'^ 
€c=zo  foit  le   fa£leur  double  indéterminé   du   trinomef 


gênerai  propofé,  on  aura  b=:ic  Cos.  M-4-  c  Sin.  M.  *^—  i , 
&  ayant  fubflitué  cette  valeur  de  i^,   ou  Tes   puiilance$ 


z» 


au  lieu  de  i&    ,  &  de  ifr   dans  le  trinôme  gênerai  pro- 

pofé ,  il  deviendra  c*  '*  Cos.  2  n  M-*-  r*  "  Sin.  2  »  M.  ^ — i 

—  2  r*  "Cos.  n  M.  Cos.  r — 2  r**  Sin.  »  M.  Cos.  r  •  1^—  i 

-*-c**=a,  d'oti  Ton  tirera,  comme  dans  la  demon- 
ftration  précédente,  Cos.»ikf— CQS.r=:a,  &  Cos.nM 
=Cos.r.   Mais,   Cos.r  étant  pofitif,  oa   a   toujours 


I 
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Cos.m:Cos.(2^  —  r)=:Cos.(2Tx-4-T)r=:Cos.(4Tr— -r) 

=Cos.(47r-t-r)  =  Cos. (itA'zr;;+T),  fji  étant  un  nom- 
bre pair  quelconque.  On  aura  donc  Cos. » Jkr=: Cos. X 
(/LtTT — r),  »Af=iLt'3r— .T,  &M=^~^;  par  confe- 
quent  la  formule  des  fafleurs  doubles  deviendra  Aè  — 
2CiéCos.r'i'^j^j-4-cr=o;    &  on  trouvera  ces  fafteàrs 

réels  en  fubftituant  fuccefllvement  dans  cette  formule 
tous  les  nombres  pairs,  jufqua  m  inclufivement ,  au 
lieu  de  fx;  car  il  feroit  inutile  d'en  fubflituer  de  plus 
grands.    C.  ^  -F.  D. 

DXV. 

Problème  V.    Trouver   Tintégrale  complette  de 


A  »  n  jn 


Fequatîon  différentielle  — ^  -4-  ^  "^^  ^  ^  -4-  c*  "/ = o . 

Solution  .  On  réduit  cette  différentielle  a  Tequa- 
tion  algébrique  i^     ^-^lac' h  -^c  ^=zo^  qui  eft  le  pro- 


duit des   deux   fa£leurs  h^'^ac'^^c' t^aa-^i^zoy  & 


if'-^ac' — c^y  aa — i,  dans  lefquels  a7^  i^  ou 4=1 
ou  a  <iy  ce  qui  donne  trois  Cas  • 
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Gas  I.  Lorique  a^  i,  i/ aa—^i   fera  un  nombre 
pofîtif    moindre    que    a  ;     par    coufequent    -^nc^ 
c^l^  aa — •!    fera    auffi   une    quantité    pofitive,    &    les 
deux  faflcurs  pourront  s'exprimer  par  b  -*-/>"  =  a,    & 
b  '^q^:=zo^  en   faifant   /j c*  — i- c* k^T— i  = —h^'' ^  & 

ac^ — r'^^/j^  — 1=-4-^*;   la  fomme  des  deux  valeurs 

générales  de/,  qui  repondent  a  ces  deux  faveurs,  & 
qu'on  trouve  par  le  Problème  III.  donnera  pour  l'inté- 
grale complette  de  la  différentielle  propofée  l'équation 
fui  van  te 


f  «Cos.  -^ 

a  €  '  Sin.  A'  (/»  X  Sin.  -^  -^B') 


pnCos.2JL 

0c  "  Sia.^'(/»*SiD.-Si-+.C') 

p  X  Cos.  XL 

y  e  •  Sin.  ^'  (;>  «  Sin.  i^  -+Z)')  -^  O-r. 

f  xCos.-i^ 


;  »  Cos. 

Cas 


\ 
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Cas  n.     Lorique    a  =  i,  l'equatloa  différentielle 
propofée    devient   -j^-^  *'y.-H-c**/=<>  >    &   fo» 

équation  algébrique  eft  le  quarré  êf    -^rzc'h  -♦.f*"=± 

(i^-t-r)=:a,   dont  les  fafteurs  feront  aufli  quarrés; 
or   les   fa£leurs   réels   de   deux  dimenfîons   du   binôme 

lP^^c^=io    font   contenus    dans  la  formule   ^bb^'^ 


zcbQos.\  ^^""^^  ^ir^i.cc'y  =0,  &  par  le  ProbL  L 
La  valeur  générale  de  / ,   qui .  repond  a  ce  quarré ,  eft 

y=zae  "        Sin>^^(c;^Sin/^^";^'^">+^) 

^?xc  '       Sin.^'(c^Sin/''*^'^"--HC'). 

Donc,  en  fubftituant  fucceflivement  dans  cette  valeur 
générale  de  /  au  lieu  de  2  u  -♦- 1    les  nombres  impairs 

'  )  3  >  S  >  7  >  ^  >  ^^'  )  *1"^  °^  ^^"^  P*^  P^*^^  grands  que 
»,  comme  dans  le  Problème  III.,  on  aura  pour  l'inté- 
grale complette  de  la  difFérentielle  propofée  Tequation 
fui  van  te 


D  d  d 
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ae  *  Sin.^'(rifSin.'^-»-B')— I- 

rsrCos.i^ 


7*  •  Sin.^'(c«Sin.if-+I>')-+.eîrf. 


Cas   IIL     Lorfque    a  ^  i  y    les    deux    faéleurs 

y^ ^^ac^^^c^  t^aa —  i:=rzo  font  imaginaires •  Mais,  en 
prenant  Tare  r  dans  un  cercle,  dont  le  rayon  ed  i, 
de  forte  que  Cos.t=:/?,  on  trouvera  (LemmeL)  tous 
les  fafleurs  réels    de  deux  dimenfions  de  lequation  ai- 


*"  »  /"  /  n  r^  r^  \  m 


gebrique  h    ^^lac^b  (ou-+2c*i&  Cos,t)-4-c 


0 


9 


en   fubftituant   fucceflivement    dans    la    formule   bb-^ 
2Ci&Cos.-^^^î^^^-+cr=:<>    tous    les    nombres    impairs 


I,  3,  5,  7, 211— I.  au  lieu  de  fi •     Or  la 

valeur  générale  de  / ,  qui  repond  a  cette  formule ,  e/l 


IL  Pa&tie.    Chap.  vil  3^5 


(Prob.L)/=«^  *    Sin.^'(c;iSin.iiI=l-f-J5'). 


Donc,   en  fubftituant  fucceilivement  dans  cette   valeur 
générale  de  /  tous  les  nombres  impairs  i>3>5)7)««f 
2»  — I  au  lieu  de  ft,  on  aura,  pour  Tint^rale  com- 
plette  de  la  difTérentielle  propofée,  Tequation  fuivante 


ae  "    Sîn.^'(c^Sin..ï=^-4.5') 


ex  Cos. 


3»  — » 


fie  *    Sm.^'(c*Sin.iJ:i=i-«.C') 

rxCos.lZ:=l 

trc. ,....-»-»e  •         X 


Sia.^'(fi»Sin.ii^=42lz:i-|.M')  . 


c.  j^  F.  r» 


DXVI. 


Problème  VI.    Trouver  l'intégrale  complette  de 
l'équation  différentielle  —77 — ^"^  ,  i^ht'"/'=p. 
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Solution.    On   refout    ce   Problème   comme  le 
précédent,  car  Tequation  algébrique,  quon  tire  par  fubr 


ftitutions  de  la  différentielle  propofée,  ciï  é     ^-zac^  b 
.^c^^zzzoy  qui  eil   le  produit  des   deux  ûfleurs  l/' — 


4C*  — c*kJ^— -I  =0,  &  b"  —  ac'Hrc^ i^aa —  i=zo 


j 


dans  lefquels  ^  eft  >  i ,  ou  =  i ,  ou  ^  i ,  ce  qui  don- 
ne trois  Cas. 

Cas  L    Lorfque  ii  >  i  ,  les   deux   &£leurs    font 
réels,  &  peuvent   s'exprimer  par  h  — />  z=zoy  8c  b  — 


c* ê^aa-—iz=:q^ .  La  fomme  des  deux  valeurs  généra- 
les de  /,  qui  repondent  a  ces  deux  facteurs,  &  quon 
trouve  par  le  Problème  IL  donnera,  pour  l'intégrale 
complette  de  la  différentielle  propofée,  Tequation  fui- 
vante 
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ae^''^0e  "  Sin.  ^' (/»  « Sin.  ~ -4- B' ) 

p»Cos.  iL 

te  "  Sifi.^'(/»*Sia^-t.C') 

^«Cos.  il. 


sin.  >tf  '  (/»  «  sin. -Si -4- zy  ) -+.  eSrc. 


^iT 


f  X  Ces. 


f  X  Cos.  Il 


^xn.A'  {^qn^m.^^B") 


4/r 


7tf 


Sm.^'(^xSin.-îf-t.C'') 


tf  V 


f*Co$* 


D") 


Ô'r. 


Cas    il     Lorlque  i/  =:  i ,    requation  différentielle 


propofée   devient  ^— iîl£z    •  ^*« 


c^^f=zo^  &  fon  équa- 


tion algébrique  eft  le  quarré  b    — 2c"ié-4-r*''=(i& 

—  c^y=zo^   dont   les  facleurs   feront  auffi  quarrés.  Or 

\ts  fa£leurs  réels  de  deux  dimenfions  du  binôme  b  — 'c* 
=0  font    contenus    dans  la  formule  bb^^icbCos.)^ 


n 


cc=zo^  par  confequent  les  quarrés  de  ces  fafteurs 


feront   contenus   dans  le  quarré  (bb-^^icbCoSr^^ 
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rr)*=o,  &,  par  le  Problème  I.,  la  valeur  générale  de 

y^  qui  repond  a  ce  quarré  eft  y^=z.tte  *  Sm,^'X 

c    ^^ 
(f*Sin.^H-B')-+^**"        •   Sin.^'(^*Sin.'îfi-f 

C).  Donc,  en  fubdituant  fucceillvement  dans  cette  va- 
leur générale  de  /  au  lieu  de  2  ju  les  nombres  o ,  2 ,  4 , 
5,  8,  (yc,  pas  plus  grands  que  »*  comme  dans  le  Pro* 
blême  II,  on  aura  pour  l'intégrale  complette  l'equatioa 
fuivante 


«xCos.  15. 
ae^-^-^e  *  Sin.^'(c«Sin.^-*-B') 

7/"^'*^  Sin.^'((r»Sin.^-<-C') 

J^*  •  Sin.^'(<rxSin.^-l-i>')-f.e'f. 

a'^g^-^^Me  -  Sin.^'C'^Sin.il-i-jB") 

*«Co$.±I  -_ 

^>'«r  •  Sin.^'(<:*Sin.-if^-+C*)-4- 

cxCos.ii  .. 

J^'»tf  "  Sin.^'(tf*Sin.-2f-*-Z>")-^eîrr. 


IL  Partie.    Chap.  VIL  7p^ 


Cas  IIL    Lorfque  a^  i^   les  deux  fafleurs  A 


n 


ac*-+c'l^aa — i  feront  imaginaires;  maïs  en  prenant 
l'arc  r  dans  le  cercle,  dont  le  rayon  eft  i,  de  forte 
que  Cos.T=4,  on  trouvera  (Lem.  IL)  tous  les  fa» 
fleun  réels  de  deux  dimenfîons  de  l'équation  algébrique 


b    --^zac^ b  (ou,  -^ic^ b  Gos.t)-+.c     =a,   en  fub- 
fiituant  fucceflivement    dans  la  formule    bb-^zcby^ 


Cos^'**    /-f-rc=o  tous  les  nombres  pairs   2,4,(^,8, 

in  au  lieu  de  ft«   Or  la   valeur   générale  de/, 

qui   repond   a    cette    formule    eft   (Problème  I.)  /== 

uc'^^'^'^'^^in.A'{c9c^ï^^  Donc,  en 


fubftituant  fucceffivement  dans  cette   valeur  générale  de 
/  tous  les  nombres  pairs  jufqua  zn  inclufivement  au 
lion  de  M,    on  aura  pour   l'intégrale  complette  de  k 
différentielle  propofée,  Tequation  fuivante 
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«Cos.  »'-' 


ex  Cos. 


4T  — T 


^r  *     Sm.^'(fxSm.lipi-*-C) 

7*  •    Sin.^'(cxSm.il=ll-*-Zy) 


rvCos.-^ 


1»T  — T 


Ô-r, ^fe  X 


DXVIL 

REMA&Q.UE*    Nous  avons  traité  dans  ce  Chapitre 
l'intégrale   de    l'équation    o^zAy-^^^  ^^^^^^^ 

«^^-f-CTc. ••..••• %^^h  ^  ^  ^  dans   la  (uppofitîon 

^cs  coefficiens  A^  By  C,  D,  Ô'c.  confiants.  Noos 
avons  de  plus  obfervé  qu'il  ny  a  point  de  metflode 
générale  pour  trouver  le  nombre  fuffi/ànt  d'équations 
particulières  entre  f  8c  Hy  lorfque  les  coefficients  de  la 
propofée  renferment  des  fonctions  de  «?;  mais  quoiqu'on 
n'ait  pas  cette  méthode  pour  l'équation  générale  précé- 
dente, il  y  a  cependant  des  méthodes  d'une  allez  gran- 
de étendue  dans  des  cas  particuliers.  C'eft  ce  que  nous 
allons  expliquer  dans  le  Chapitre  fui  vaut  • 

CHA- 


IL  Partie.     Chap.  VIII.  401 


CHAPITRE     VIIL 

De  quelques  Méthodes  particulières  pour  trouver  les 

intégrales,  compte ttes   des  équations  différentielles 

du  fécond   ordre   o^jij^^^SIÈJL^   (y 

dx 

o^zD-^u^y-^^^-i ^^  dam  le/quelles 

dx  eft  conftanfe^    &  ji^  S,  C,  D 
font  des  fonBions  de  x. 


DXVIII. 


P 


RoBLEME  I.    L'équation  /  =  X  fonftion  con- 
Que  de  H   étant  une  intégrale  particulière  de  Tequation 

différentielle    o  ==  A  y  •+  --7^  -H — rr-  9   trouver    Tinté- 

grale  complette  de  cette  équation. 

Solution.    En  divifant   Tequation  pro^ofée  par 

C ,   &  fuppofant  —  ==  P ,  —  =  j^,   cette   équation   de- 

1 

viendra  P/-f"^^-+.i^=:a,  dans  laquelle  P  Se  ^ 

feront  encore  des  fon£lions  de  x.     Or,  puifque  /  =  X, 
091   aura,   en  différentiant ,   dy=zdXy   ddy:=zddX^ 

£  e  e 

/ 
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&,    fubftituant  ces  valeurs  pour/,  dyi^  ddy   dans  Te- 
quation  Py    \    ^J'^^^—^:=zoy  elle  deviendra  PX^ 


dx 

^j--*-— ^=a,     Suppofons   maintenant    que    Tequa- 

tion  /  =  X«  foit  une  autre  intégrale  particulière  de 
Tequation  difTérencielle  propofée,'  on  aura,  en  difTéren- 
tiant,   dy:=^%dX'^Xdx  ^  ddy=z%ddX'^2d%dX 


\aazy   oc,  luDiutuant    ces   vaieun  pour/,  a/, 
^ddy   dans  Tequation  difTérentielle    P/-*..^-jl-4- — f 

=0,  elle  deviendra  PX^-^^^i^-^^^^^^^ii^ 


HM  dx  j,» 

tdzdX     .    Xddz 


^  ^     =a,  équation  que  nous  defigneroQS 

par  (M)*  Mais,  par  ce  quon  vient  de  trouver  PXh- 


IdX      ,    ddX  ^      y^^  OzdX 

37--*- — j-=:a,    on    aura    auffi    PX«-*--^ 


dx^  ^  ^» 

vdd  X 

—— — =a,   &  retranchant  cette  quantité  de  Tequation 
(M),    il    reftera    ££ll-^iii^^£lll==a ,   & 


^*  i<»*  dx^ 

multipliant  le  tout  par  37^)  on  aura  J^^*-**— jr 
-j^  =  a.    L'intégrale    de    cette    quantité    difTérentielle 
eft    S.^dx'^zL.X^JLdz^S.^diiL.C'^jgi^^ 


f 

i 
I 
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L.dz=:L./*^'*'X^dz  j  en  fuppofant  L.c=zi  .  il 
£tut  égaler  cette  intégrale  a  une  confiante  arbitraire  da 

même  ordre  JL^Jxy  pour  avoir  Tequation  JL(/*^''*X 
X^d%)=2L.&dx,  ou  /-^^'X^^a^/?//^,  qui  fe» 
rintégrale    complette   de  Tequation   différentielle  ^» 

— r; — h-^--:=:a.  On  aura  donc  tfg=  ■  ^ 

&,  en  intégrant,  «=:/?.J'.-i «-il.    Par  confequent 

{'équation  /=zXz=z^X.S. p—  fera   une  autre 

intégrale  particulière  de  Tequation  différentielle  propo- 
fée,  &,  en  fuppofant  que  a  foit  une  confiante  arbitrai- 

re,  on  aura /  =  aX-t-^X.S'.— 7—  pour   Tintée 

grale  complette  de  la  propofée.    C.  j^  F,  T. 

DXIX. 

Corollaire  I.    Si  <lans  Tequatioa  différentielle 
propofée  P/  — »•  ^^  -H — ^  =  0  le  coefi&cient  P  eft  égal 

a  la  quantité  "~^  ^"~      ,  dans  laquelle  X'=  j;^,  &  X* 


;  Tequatioa  /=X  fonction  de  m  fera  un  Intégrale 
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particulière  de  la  propofée,  &  fon   intégrale  complettc 

fera  Fequation  /=a  X-*-^X.S't  »       ,  quelque  foif 

^  Car  fi  on  fuppofe  Pzzz^^  ^~ — ,  Tequation diffé- 
rentielle propofée  fera  (N)— /.  ^  ^ —  -4-  ^^  -♦• 
— i  =  a.  Or  en   faifant  /  =  X,  on   aura  djrzzzdX^ 

dx 

ftituant  X  pour  /,  X'  pour-j^  ,  &  X"  pour  -^  dans 
requatîon  différentielle  {N)  ^    cUe  deviendra  —X.  X 


j^X'-4-X"=:o,  équation  identique.    Donc 

Tequation  /=X  fera    une    intégrale    particulière    de 
Tequation  différentielle  (  N)  ^  &  par  confequent  Tequa» 

tion  y=;aX-+/3X.5'.  — — —    en    fera    l'intégrale 

complette  # 

DXX. 

Corollaire  IL  Si  on  prend  pour  X&  pour  j^ 
deux  fonélions  quelconques  de  x^  &  quon  les  fubflitue 

pour  X  &  pour  j^ dans  la  formule,  — / •       x       '^ 


dx 


X.5*. 
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ddy  _ 
dx* 


40  s 


0  ,    &    dans    Ton   intégrale  ^=aX 


^ 


,   on  aura  nne  équation  différentielle 

fécond  ordre  de  la  forme  propofée  dans  le  Proble- 
I.  avec  fon  intégrale  complette,  &  on  pourra  trou« 
de  cette  manière  une  infinité  d'équations  difleren- 
de  cette  forme  avec  leurs  intégrales  complettes. 

DXXI. 


Exemple  I.  En   prenant  Xz=zx^y  on   aura  dX    ' 


m — ij        dX 


X=:mx  ,-^=m.w — i.X 


*=X'',   &    fubftituant    ces  valeurs  pour  X,   X', 
dans   Tequation  différentielle   (N),   elle  deviendra 


c- 


wjQ*'"""'- 


fn  •m  —  I  •  * 


iw  — 1 


) 


dy     ,  dd 


dx 


dx'- 


Oy    ou 


X 


QJy 

dx 


ddy 
dx* 


0  y  &  fon  intégrale 


;omplette  fera  y^zatT-^^^n*.  S. 


-'-•^"dx 


-■XM 


,  quelque 


>it  j^.  Si  donc  l'on  prend  j^=/ïx'',  l'équation   diffé- 

»-i    --—If.;,-"*)    .-''"''^ 


itielle  fera  — myCan 


m 


dx 


0,  &  fon  intégrale  complette  /=a«'"-f/3«*".  X 
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S,  i 11  ,    a    caufe    de    S^^dH^S.att'JM 


DXXII. 


Exemple  IL  En  prenant  X=:if«"'-4-^«''-+>«»^ 


Ô*f.,onauraX==Wiw'""~  '  -4-»  ^  «•""*-♦./>  <r*^"~  ^  -♦-Ô'c , 


c  «'' ~"  * -4- Ô*c. ,  &  fubftituant  ces  valeurs  dans  Tequa- 
tion  différentielle  — /.££:^-|.^-».i^==c,  elle 

deviendra  — /{jg^(w  <***"" '-+.»^«"~' -4- />f«^""' 


^.^  —  i.cw'  *-+  Ô*f.  >-*-^^H — /==<>)  &  fon  in- 
tégrale complette  fera  f=ia{ax'^'-^bit'''^ci^-^  &c,) 
-4-/3 (tf «« -l-^»" -Hc/ -4- Ô'c. )  5". 


-*-^'jj» 


(««"-+ A  X* -H- *  jr^ -*•<>*.  )* 


DXXIII. 

Corollaire  III.    Lorfquon  voudra  intégrer  une 
équation  différentielle  du  fécond  ordre  de  la  forme  pro- 


a 
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pofëe  dans  le  Problème  L,  fi  on  peut  la  réduire  a  une 
des  formules  différentielles  trouvées  par  le  Corollaire  II. 
on  aura  tout  d'un  coup  fon  intégrale  complette.  Sup- 
pofé,  par  exemple,  qu'on  fe  propofe  d'int^er  l'équa- 
tion différentielle  du  fécond  oidre  dày-^a*^ dydn'^ 
ajfMd»  =«,  ou— .i»/«-^-^-»-^=a,  on  voit 
facilement  qu'on  peut  la  comparer  avec  la  formule  dif- 
férentielle de  l'Exemple  I.  —>»/(/»»*""'  -4-mi — i.j«"*) 

« »•  dj>  _,  ddy o  >  »  s 

-77-*^7T"=<'>   &   quon    aura    ax  •=zaK*^  par 


confèquent»=2;  &  encore  my^a»**     '—t-m — 1.«""*) 
=>w/(rf« -♦•  m — I  .*—'*)=. 41»/,  d'où  l'on  tire  mam 


m,m — 1.«  =iï*;  par  confequent  »»— 1=0,  & 
w=i.  Donc  l'intégrale  complette  de  l'équation  diffé- 
rentielle propofée  ddy-^att^dydn'^ayxdH*  kxd^  y:=z, 

««-♦.^«.S.i fil. 

DXXIV. 
Lemme.    L*equation   différentielle  de   l'ordre    », 
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dans  laquelle  dx  c&  conftante,  &  les  coefficiens  Ay  By 
C,  Dy  &€.  font  des  fonftiolis  de  «,  peut  toujours  sV 
baiffer  d'un  degré,  ou  fe  réduire  a  Tordre  »  -*  i  • 

La  dcmonilratioa  de  ce  Lemme  eft  reafermée  dans 
l'Art.  ccccLXXix..  Il  ne  feut  que  Édre /=/*''*  , 
&  i»ff=i;  en  prenant  les  dinerences,  on  aura  -7^  = 


(g^   t  *j^^ — *"^^)>  ^^»  fubftituant  ces  valeurs  pour 

•   / ,  4^ ,  ^^  ,  Ô*c.   dans  Tequation  différentielle  propo- 

fée,  on  la  réduit  a  celle-<y,  o  =  ^/*''*-4.B /'*'''« 

---^)-*-Ô'<r.,  &  en  divifant  par  /**     ,  qui  fc  trouve 
dans  tous  les  termes,  on  aura  o==^-fr*Bs-+'CCxs 

* 

deux  variables  n  &  x,  d'un  ordre  moindre  d'un  degré, 
que  la  propofée.    Car  il  on  fuppofe  «^=1,   la  propo- 

fée  fera  «  =s ^/ -*• -^j^,  &  la  réduite  o^^A-^Bz, 

Si 


.    IL  Partie.     Chap.  VIII.  40^ 

Si  on  fuppofe  »  =  2  ,   la  propofée  fera  0  =  Af  -*•  -7-^ 

^£££Z.    &  la  réduite  o=^-+.B«-|.C(»«-+.4^). 


si  ff  =  3 ,  la  propose  fera  0  =  Af  -*•  -j-^  -♦• ^i 

---^,  &  la  réduite,  o  =  ^--f'Sa-+c(«K-+'^)« 


D(«  -*-~r-^— *-— -7-),  &  ainfi  des  autres. 


DXXV. 

Problème  II.    Trouver  l'int^rale   complette  de 
Fequation  différentielle  du  fécond  ordre  o^zAy-^^j^ 

,  /  y  ou  o  =  Py-+--%-!l-f- — L     en  la  reduifànt 
d abord  a  une  équation  différentielle    du  premier  ordre. 

Solution.    En  fuppofant /=:^  ^     ,  on  réduira 
la  propofée  a  fequation  fuivante  a  =  P—i-j^2:— *•«% 

dz 


^  ^    ou    o  =  P^>i-H-j^%  Jx— h%«^» -4-^%,    qui    eft 

du  premier  ordre,  &  ne  contient  que  deux  variables  Xy 
&  % ,  a  caufe  que  les  coefficiens  P  &  ^  font  des  fon- 
ctions de  ir;  en  cherchera  enfuite  l'intégrale  de  cette 
équation  par   les   méthodes    que   nous   avons    données 

Ff  f 
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pour  les  équations  difTérentielles  de  cette  efpece,  &  on 
aura  par  cette  intégrale  la  valeur  de  «  en  »  &  con* 
il^ntes,  ou  «  =  X  fon£lion  connue  de  m.  Subftituant 
donc  cette  foné^ion  au  lieu  de  %  dans  la  diffcrentielle 
%dn^  on  trouvera,  par  la  première  Partie,  Tinrégrale 
S.XdK^:zS.zJxy  qui   fera   une  autre   fonélion  de  m  y 

&  par  ce  que  /  =  ^  *  »,  on  aura  /  =:: X' ,  fon6lion 
connue  de  «,  équation  qui  fera  une  intégrale  particu- 
lière  de  la  diflférentielle  propofée,    p=:P^-t--^^— h 

— ^.  On  trouvera  donc  par  le  Problème  I.  Tintégrale 
complette  de  la  propofée,  qui  fera  ^=aX'-»-^X\X 

5,-î — r^.   a  ja  F.  T. 

DXXVL 

Problème  IIL    Trouver  les  cas,  dans  lefquels 
Tequation   différentielle    (M)   du    fécond   ordre   {a^^ 


pour  int^rale  particulière,   Tune  ou  l'autre  àxs  deiix 
équations  fuivantes,  ou  toutes  les  deux, 
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(Je*  fuite  finie  )  dans  laquelle  les  coefficiens  A^  B^ 
Cj  D^  &c,  (ont  conftans . 

&c.  autre  fuite  nnie  avec  les  coefficients  conftans* 


Premier  Cas   General. 

Solution.    On  fuppofe    dans    ce    premier   Cas 

que  requatioa  finie  /  =  ^*"' -h- Bii^"*"''-4-C  ;•"*"*" 
^^^&c.  eft  une  intégrale  particulière  de  Tequation  difTé^ 
rentielie    (M).     On   aura  donc^  en  difierentiant  dans 

MUÉ  tf 

la  fuppofition  de  Ji?  coaftante^  dy^^zmAa        à 99 


Û'r.  ,     &    ddj^:=im.m''^i  .Aii^      *^«-+w— h».X 


^^w-+2»  ^Jx^-^&c.  Subftituant  ces  valeurs  pour 
fydfyScdd/  dans  Tequation  différentielle  (M)  on 
aura  Tequation  identique  fuivante 


' 
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particulière  de  la  propofée,  &  fon   intégrale  complettc 

fera recjuation  /==;« X-^/îX.S'.  ■  ^'  , quelque foif 
^  Car  fi  on  fiippofe  P=s""'^^T — ,  l'équation  diffé- 
rentielle propofée  fera  (N)^-/»  ^  J** — "+^7''-*' 
— j.  =  a.   Or  en   faifant  /:=X,  on   aura  d/==:dXy 

dx 
éx  dx  ^    dx  '    jj^»  dx  '  ^ 

(tituant  X  pour  />  X'  pour-j^  ,  &  X"  pour  — f  dans 
Tequatîon  différentielle  (N),    cUe  deviendra  —  X.  X 


j^X'-H-X"=o,  équation  identique.   Donc 

Tequation  /=:X  fera    une    intégrale    particulière    de 
Tequation  différentielle  (N)^  &  par  confequent  fequa» 

tion /  =  aX-i-^X.S*,  — — —    en    fera    l'intégrale 

complette  # 

DXX- 

Corollaire  IL  Si  on  prend  pour  X  &  pour  j^ 
deux  fon6tions  quelconques  de  ^,  &  qu'on  les  fubflitue 

pour  X  &  pour  j^ dans  la  formule,  — ^/ ^       x       "^ 
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^^-+^^-^=0,    &    dans    fon    intégrale  /nraX-^ 

fiX.S. — ,   on  aura  une   équation  différentielle 

du  fécond  ordre  de  la  forme  propofée  dans  le  Problè- 
me L  avec  fon  intégrale  complette,  8c  on  pourra  trou- 
ver de  cette  manière  une  infinité  d'équations  différen- 
tielles de  cette  forme  avec  leurs   intégrales  complet  tes. 

DXXL 

Exemple  I.   En   prenant  X:=:x^^   on    aura  dX 


w— I  1        d  X         »w  »i— 1     J^' 


=W^  //*,-r-=;X=Wfl»  -rr=w«w — i.X 

^  a  X  *  ax  '^^ 

^w— 2_^^^^   &   fubftituant    ces  valeurs  pour  X,  X', 
X"   dans   Tequation  différentielle   {N)\   elle  deviendra 


-n— ^ ? )-^V-*-7:t=^  ou 

-m/.^'-^r-'^4^-*-^=:o,  &  fon  intégrale 

complette  fera  f=zax"-^^n.  S.- — ,  quelque 

foit  j^.  Si  donc  l'on  prend  j^zs/ix",  Tequation  diffé- 
rentielle fera  — w/^i»**""'— t-w — I.*  *)"*""7;?~"* 
^==0,  &  fon  intégrale  complette /=a»"'-H2«'".  X 
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On  voit  par  l^  que  le  coefficient  A  n'eft  point  dcter* 
miné,  &  qu'il  fera  par  confequent  une  confiante  arbi- 
traire ,  dont  la  détermination  donnera  celle  de  tous  les 
coefficiens  fuivants,  après  quon  aura  trouvé  la  valeur 
réelle  &  finie  de  Texpofant  m  par  Tequation  a  m.  m — i 

On  voit  encore  que  les  valeurs  de  ces  coefficiens 
«tant  une  fois  déterminées ,  fi  un  feul  d'entreux  eft 
égal  a  zéro,    tous   les    fiiivants    s^evanouifTent ,   &    la 

fuite  ^«"•-H•B«'"^•-H-C«'^"+*•-^eîrr.  finira  par  le 
terme  qui  précède  tous  ceux,  dont  les  coefficiens  s'eva- 
noùiflent.  Ainfi,  fi  on  fuppofe  B=:o,  le  coefficient  C, 
qui  eft  égal  au  produit  de  — -£  par  une  autre  quanti- 
té s^evanouira,  &  tous  les  autres  coefficiens  fuivants 
s'evanoî'iiront    par  la    même   raifon;   la   fuite  finira  par 

le  premier  terme  Ax"^  ^  qui  précède  le  terme  B*"''^', 
&  rintégrale  particulière  de  Tequation  différentielle  pro- 

pofée  (M)  fera  y^=zAx^ .  Si  on  fuppofe  que  le  pre- 
mier coefficient  qui  s'évanouit  foit  C^  on  aura  D=:a, 


te  que  dans  tous  ces  Cas  Tequation  finie  /  =  ^x^ 


2j^»»-+-if^^Q^ifiH-a»^^^^^  fera  un  intégrale  particuliè- 
re de  Tequation  différentielle  propofée  (M),  dont  on 
trouvera  l'intégrale  complette  &  finie  par  le  ProbL  J. 
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Enfin  )  fi  on  fait  attention   aux  valeurs  des  coelfi* 

cients  Ay  B^  Cy  Dy  (yc^  que    nous    avons    trouvées 

cy-deffus,   on   comprendra  que,   P  réprefentant   un  dé 

ces   coefficients    quelconques,    &  j^  le  coefficient    qui 

•         •  • 

fuit  après  P,    on   aura  la   formule    générale 
j9=— 4== == •    &    que 

cette  formule  fera  telle  qu'en  y  écrivant  fucceffivement 
c,  I,  2,  3,  4,  &c.  au  lieu  de  Ny  on  aura,  Tune 
après  l'autre,  les  valeun  des  coefficiens  J3,  C,  D,  £^ 
Ô'r.  Car  fi  on  fuppofe  N=o,  Se  P=:Ay  on  aura 
Oz=z  -Aih^fm^bm.;;^  _       Si  on  fuppofe  isr=  I 


i^= /> ,  on  aura  j^=s 


C,  &  ainfi  des  autres.  Donc  la  fuite  A^i^-^BiT 


C*"*         •^Ô'c.  fera  finie   toutes  les  fois,   qu'après 
avoir  fubftitué  pour  m  fa  valeur  déterminée  par  l'équa- 


tion am.m  —  i —hrw— ♦-j^z^o,  &  pour  N  un  nombre 
entier  pofitif  quelconque,  ou  zéro  dans  la  fra£lion   ge- 

nerale  (F),  ou -^ ^^ ^  ^ 

cette  fi'aélion  s'evanoUira  ;  &  alors  le  nombre  des   ter- 


mes  de   la   fuite  finie   ^*"'— ♦-B*"'"^*— f-C^"*"*"*^ 
C^c.  fera  N-h-i.    Or  la  fraftion  (F)  s  évanouit,  lorf- 
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que,  foa  dénominateur  étant  une  quantité  finie,  foa 
numérateur  devient  =0,  &  encore,  lorfque,  le  nume- 
rateur  étant  une  quantité  finie,  le  dénominateur  de- 
vient infini.  Mais,  par  ce  quon  fuppofe  que  toutes 
les  quantités  a^  h^  ^^fj  ^y  ^y  ^y  &  -^9  S^  entrent 
dans  cette  fonction,  font  des  quantités  finies,  ou  zéro, 
fou  dénominateur  ne  peut  devenir  infini,  non  plus  que 
Ton  numérateur.  Il  fufiira  donc  de  trouver  les  Cas 
particuliers  ou  le  numérateur  ^—H/(m— h  AT/i)— 1- 
b{m^'^ Nn )  (  w  —H  Nn  —  i  )  s*cvanoui t  par  les  fubfti- 
tutions  préfcrittes  des  valeurs  de  19?  &  de  iST,  pourvu 
qu'en  Êiifànt  les  mêmes  fubftitutions  dans  le  dénomina- 


teur r;i(iSr-i-i)— ♦-^«(AT-i-i)  (2m-4-iî.N— hi— i), 
il  ne  s'evanoUifle  pas  aufli.  Car,  comme  la  raifon  de 
deux  quantités  infiniment  petites,  ou  qui  s'evanouiflent 
a  la  fois  peut-être  une  quantité  finie,  on  ne  doit  pas 
conclure  que  la  fi^âion  (F)  s'évanouit,  par  ce  que 
ion  numérateur  devient  nul,  fi  fou  dénominateur  s'eva- 
noiiit  en  même  tems. 

On  trouvera  donc  les  cas  particuliers  dans  lefquels 
Tequation  différentielle  {M)  aura  pour  int^ale  parti- 
culière Tequation  finie  /=-^«'"-i-jB*'"'^''-i-C»"'"^*'' 

^c.y  en  fe  (ervant   des   deux  équations  a  m.  m  —  i 
cm^-^gz^o^  &  i&-H-/(/»-+N^«)-4-A(»f-H-Ar»)(»i-4- 

N;i— i)=o;  Car,  après  avoir  fiibftitué  dans  la  fécon- 
de 


fW— 4-» 
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âe  equatioQ  la  valeur  réelle ^  &  finie  de  m,  quon  aura 
déterminée  par  la  première  équation,  on  cherchera  la 
valeur  de  N^y  que  donne  la  féconde  équation,  &  dans 
tous  les  cas,  où  cette  valeur  fera  un  nombre  entier 
pofitif,  ou  zéro,  on  aura  pour  intégrale   particulière  de 

la  propofée  (  M) ,  Tequation  finie  /  =  Ax^  -+  Bx 

^-hCM^'^^"-^  Ô'f.,  en  fiibftituant  dans  cette  intégrale 
la  valeur  de  m ^  8c  les  valeurs  àts  coefficiens  B^C^Dy 
Ctc.»  Déterminés  par  les  formules  que  nous  avons,  don- 
nées cy-defTus,  après  avoir  mis  dans  ces  formules  pour 
w,  &  pour  N  leurs  valeurs,  pourvu  cependant  qu'en 
fubdituant  les  mêmes  valeurs  de  m,  &  de  N  dans  le 
dénominateur   gênerai    r »  ( N^-h  1  )-^an(^ N"—»- 1)  (2  m 


n.  AT -H- 1  —  I  ) ,  il  ne  s'evanoiiiffe  pas .  C.  J^  F.  T^ 


Second    Cas     général. 

Solution.    On    fuppofe  dans  ce  iècond  Cas  que 

Fequation     finie    /=:^'x  -+B'«         — »-C'/        -+ 
iyx^~^''-^&c.  eft  une  intégrale  particulière  de  Tequa- 
tîon   différentielle   propofée  (M).    Donc,    en    prenant 
les  premières  &  les   fécondes   différences  dans  la  fuppo- 
fition  de   dn  confiante,   on  aura  i//=/^-rfV"^^i/^-4- 


Ggg 
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i-K 


-♦-Ô'r.  fubftituant  c^  valeurs  pour/,  <//,  ddy  dans 
Tequation  diffcrenticllc  (M),  on  aura  Tequatiou  idea- 
tique  fuivante 


^^.        /»— I 


if**^-**.^— »    .  f— » — I  •  iP'jr 


/  — • 


H'/^^V*"'*^-      /.        f  — ;i. 


Vt 


««^""* 


H*  i^i^'x 


'-^-•« 


€p.jfM^ 


gA'»^ 


f.p — zn  .C'x 


Ô-f. 


&c. 


&c. 


&c. 


O'c. 


=0 


êB'x 


^— • 


-f  C>r. 


En  égalant  a  zéro  les  termes  homologues  de  cette  e- 
quation  identique,  le  premier  terme  donnera  1  équation 

h^^fp'^^bp.p — 1=0,  par  laquelle  on  déterminera 
la  valeur  de  Texpofant  />,  que  nous  fuppoferons  rét]lt 
&  finie;  car,  fi  elle  e toit  imaginaire  ou  infinie,  l'equa* 

tion  >^  =  W^i5'/""^C*'~"^ÔT. 
point  lieu. 


n  auroit 


p  —  n.p  —  n — l)  B  "^{^g-^cp^^ap.p — l)A'^=:^o. 

Subftituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  A^r?     fp 


Le  fécond   terme   donnera    {b^^^f.p — n 
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'-^bp.p'- —  I  ,  OD  trouvera  ,  reduflion  faite,  B'^ 
£ii^pf±^I^Ï^ ,  &  opérant  de  même  fur  les  ter- 
mes  fuivants  de  l'équation  identique,  on  trouvera 


/ 
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trouvera  Tiatégrale  complette  par  ie  Problème  L  ; 
3«^  que  P'  reprefentant  un  de  ces  coef&cieats  quel- 
conque, &  j^  le  coefficient  qui  fuit  P'  immédiatement, 
on  aura  la  formule  générale 


<•        /»(N'^i)-fA»(N'-n)C»/^— •.K'^TT— i) 

qui  fera  telle  qu  en  y  écrivant  fucceflivement  les  ter- 
mes de  la  fuite  naturelle  0,1,2,  3,  4,  &c.  au  lieu 
de  N\  on  aura,  Tune  après  Tautre,  les  valeurs  des 
coefficiens  JB',  C,  U y  (Jc^  d'où  Ton   conclût  que  la 

fuite  A' H^ -^S 91^'^'' '^Cn^'^^" ^^(yc.  fera  finie ,  tou- 
tes les  fois  qu'après  avoir  fubflitué  pour  p  fa  valeur 
réelle   &   finie,    déterminée   par  Fequation   b^^fp--r 

bp.p-^i=Oy  &  pour  N'  un  nombre  entier  pofitif, 
ou    zéro    dans    la    fra£lion    générale    (  G  ) ,    ou 

/«(N'-M)-H*i»(N'-i-ij(a/^H-»-N'-f  1— i)  ' 

s'evanoiîira  :  &  alors  ^'-h-i  fera  le  nombre  des  termes 


de  la  fuite  finie  ^V-+fl'^-*-+C;f'-'''-+-eîrr. 


Or  la  fraftion  (G)  s'evanoiiit,  lorfque,  fbn  déno- 
minateur étant  une  quantité  finie,  fbn  numérateur  de- 
vient =:o.  Il  fuffira  donc  de  trouver  les  cas  particu- 
liers, ou  le  numérateur  ^-H-r(^—- AT»)  — i-ij(^  — 
N'n){p — N'»  — i)   s'evanoiiit    par    les    fubftitutioQS 
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préfcrittes   des  valeurs   de   w,  &:  de  AT,   pourvu  qu'en 
faifant   les  mêmes   fubflitutions  dans   le   dénominateur, 

ce  dénominateur  ne  sevanoiîiiTe  pas  aufll. 

On  trouvera  donc  les  cas  particuliers  dans  lefqueb 
Tequation  différentielle  (M)  aura,  pour  intégrale  parti- 
culière, requation  finie /=:^Vh-5'*'"^''h-Cx'^""" 
^&c..    En  fe   fervant  des  deux  équations   b^fp^^ 


bp.p — 1=0,  &  g-^c{p — N'n)'^a(p  —  N'n)  X 
(p — AT»-— i)=o.  Car  après  avoir  fubftitué  dans  la 
dernière  équation  la  valeur  réelle  &  finie  de  py  quon 
aura  déterminée  par  la  première  équation,  on  cherche- 
ra la  valeur  de  N*  que  donne  la  féconde  équation,  & 
dans  tous  les  cas,  où  cette  valeur  fera  un  nombre  en- 
tier pofitif,  ou  zéro,  on  aura,  pour  intégrale  particu- 
lière de  la  propofée  (M),  Tequation  finie  y'=zA' 9^  ^^ 

BV""''-H-CV""^^-4-Ô'r.,.  en  fubftituant  dans  cette 
intégrale  la  valeur  de  /»,  &  les  valeurs  des  coefficiens 
B  y  Cy  Dy  &c.  déterminées  par  les  formules  que  nous 
avons  données  cy-deffus,  après  avoir  mis  dans  ces  for- 
mules pour />,  &  pour  JV'  leurs  valeurs;  pourvu  ce- 
pendant qu  en  fubftituant  les  mêmes  valeurs  de  />  & 
de    N  dans   le   dénominateur   gênerai  /«(N'-m) 


^»(JV'-^.I)(2/r-^^.JS^'-+•l — i),  il  ne  s'evanoiiifle 
pas.    Ç.  ^.F.  T. 
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Troisième  Cas   général  . 
Solution  •  On  fuppofe  dans  ce  troifîeme  Cas  que 


■0= 

=  0. 

-0  = 

=  0. 

b{m- 

•^Nn)(m- 

^Nn- 

-0 

a(p- 

-N'»)(p- 

-N'»- 

-0 

les  deux  équations  finies 

^&c.,  &/=^'^''-H-B'/-''-+C*^~"-HÔ'c-  font 
deux  intégrales  particulières  de  l'équation  différentielle 
propofée  (M).  On  refondra  donc  ce  troifîeme  Cas  par 
les  deux  précédents,  en  fe  fervant  des  quatre  équations 
fui  vantes 

I.  g-4-rm-H-^w(w- 

II.  b^fp^bp{p' 

IIL  b^f{m^Nn)^b{m^Nn){m'^Nn'^i)z=zo. 
IV.  g-^ç(p^^N'n)-^a{p — N'n)(p — AT;/— i)  =  o. 

On  déterminera  d  abord  les  valeurs  des  expolànts  m 
&  p  par  la  première ,  &  par  la  féconde  équation. 
Si  ces  valeurs  font  réelles  &  finies ,  on  les  fubflituera 
au  lieu  de  m,  &  de  ^  dans  les  deux  autres  équations, 
&  on  cherchera  enfui  te  les  valeurs  de  iST,  8r  d':  AT, 
que  donnent  ces  deux  dernières  équations.  Si  ces  va- 
leurs font  des   nombres   entiers   pofîtifs,   ou  zéro ,    les 

deux  équations  finies  /,=:-4';»'"-4-J3x'""^''-i-(2rr, ,    & 

f=zA*9çf^^B'9f~^^¥^&c.  feront  deux  intégrales  parti- 
culières de  la  différentielle  propofée  (M);  la  fuite  Am'^ 
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^^i»-+»_j.ç^  -M»_^^^^  ^y^^^  |g  nombre  des  ter- 
mes IST— i-i,  &  fes  coefficients  5,  C,  dTc.^  étant 
détermines  par  les  formules  du  premier  cas  gênerai  ;  & 

de  même  la  fuite  ^'/-+BV~"-+.C'*^-*"-4.e^r., 
ayant  le  nombre  de  termes  JV-t*i,  &  fes  coefficients 
étant  déterminés  par  les  formules  du  fécond  cas  gêne- 
rai. On  trouvera  de  cette  manière  les  cas  particuliers  ^ 
dans  les<^uels  Tequation  différentielle  {M)  a  pour  inté- 
grales particulières  les  deux  équations /=i-4'«'^-*-Ô'r.> 
ic.  j^z=zA'9^^&c.     C.  ^  F.  T. 

DXXVII. 

Corollaire  I.  Les  deux  premières  des  quatre 
équations,  dont  nous  nous  fommes  fervis  dans  le  troi- 
(ieme  Cas  gênerai  donnent  ^  =  — rw  — i*(ww  —  w), 
&  i&= — fp  —  l^(pp — p)  •  Subftituant  pour  ;&  ,  fa 
valeur  dans  la  troifieme  équation  6'^f(m-^Nn)'Hr 
b{m-¥Nn){m'^Nn — i)=:a,  on  aura — fp  —  ^X 
{pp — p)^'^f{m-^Nn)'^b{in-^Nn){m-^Nn'-^i), 
=  0,  d'où  Ion  tire  f{—p'^fn-^Nn)=zb{pp-^p) 

—  b{m-^Nny^^b{m^^Nn);   par  confequent  /= 


i£i — ^     \^     'kj :?=*-{  I — p — (w-4-iv»}}": 

j=ii— />— w— isr»,    &    Ar= — i-^; 1.    Or 
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nous  a /ODS  dcmontré^  que,  fi  N  ell  ua  uombre  eatier 

pofitif,  ou  zéro  ^  Tequatioa  finie  /^zAsT^^Bx'^'^^ 


Cx         ^^^k^&c.y   après   y  avoir   fubfHtué  la  valeur 


de*  m  tirée  de  Tequation  g^^cm-^am.m — 1=^, 
&  les  valeun  des  coefficiens  By  C^  Dy  &c.  tirées  dts 
formules  du  premier  Cas  gênerai ,  fera  une  intégrale 
particulière  de  leq nation  dififérentielle  (M)  ,  &  que  le 
nombre  des  termes  de  la  fuite   A iT ^-^ B m*''^^ ^^ &€. 


fera  ^-4- 1  ;  donc   ce  fera  la  ménie  chofe ,  k>rfque  la 


/ 


quantité  *    fera    un    nombre   entier   pofitif^ 

OH  zéro,   &  alors  on  trouvera  l'intégrale  complette   de 
(M)  par  le  Problème  L,  puifque  la  fuite  finie  A^c 
BsT^'^^^^&c.   cft  une  fonflion    de  m. 


De  même,  fi  on  fubftitue  pour  g  (a  valeur  -^cm 
— -tfm(iw— i)  dans  la  quatrième  équation  g^^cÇp—^ 
N'n)-^a{p^—N'n)  {p  —  N'n — i)=:o    ,    on    aura 

— -  r  m -— tf  (  iw  m -— »f  )  — I- c  (  ^  — •  N  »  ) -H- il  (  ^  —  N'»)  X 
{p  —  N'»—- i)=sa,  d'où  Ton  tire  c^^-^^m^^p — N'n) 

z=za{min  —  m)'—*a(p—N'ny''^a(p—'N'n)  ;    par 
confequent    c=-^ ^^^^^n'.     =^X 


II.  Partie.    Chap.  Vni.  425 

f?'—      '  "''fj**  "*•  * .    Or  nous  avons  démontré  que , 
fi  ^  ell  im  nomVre  entier  poUtlf,  ou  zéro,  l'eqiution 

t-&c..  après  y 
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de  (M)  fera/==^«'^-+B«'""*"'H-C«'"*^"^eîrr.-#. 

^'/-+BV"''^C/~"-4.Ô'r.,  après  avoir  fubfti- 
mé  dans  les  deux  fuites  les  valeurs  de  m  &  de  ^)  & 
celles  des  coefficiens  AyByCy&c.yA'yByC'&c.j  car 
cette  intégrale  contiendra  deux  confiantes  arbitraires 
A  y  8c  A\  A  fe  trouvant  dans  tous  les  termes  de  la 
première  fuite ^  &  A  dans  tous  ceux  de  la  féconde. 

DXXVIIL 

Corollaire  II.  Une  équation  différentielle  quel* 
conque,  de  Tordre  &  de  b  forme  de  Tequation  géné- 
rale (  M)  9  étant  donnée ,  on  peut  aifément  trouver  fi 
elle  eft  intégrable  par  le  Problème  III.,  &  quelle  cft 
fon  intégrale  complette.  Pour  cet  effet,  i*^  On  éga- 
lera tous  les  termes  de  Teq nation  donnée  aux  termes 
homologues  de  lequation  (M),  &  on  déterminera  par 
1^  les  valeun  des  lettres  ^^h^c^f^g^b^  &».  2.^  On 
ftbfti tuera  ces  valeurs  dans  les  deux  équations  g^cm 
•^a{^mm'—'m):=zo^icb^^fp^^b{pp—-p)=zo]  enfui- 
te  on  cherchera  par  ces  deux  équations  les  valeurs  de 
w  &  de  p.  3**^  Si  ces  valeurs  ne  font  ny  imaginaires 
uy  infinies,  on  les  fubfiituera,  auffi  bien  que  les  va- 
leurs àzs  autres  lettres  a^b^Cyf^n  dans  les  deux  quan- 

tites  *■  ,  &  "  .    Si  après  ces  fub- 
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deviendra  identique.   Mais  Tautre   intégrale 'particnlicre 
^=:^'»"^^— ••B'»~   -♦•Ô'r.  naura  poiatlieu^  puifque 

N*  n^eft  pas  un  nombre  entier  pofîtîf  ny  zéro. 

Si  on  s'etoit  fervi  des  valeurs  2=m,  &  z=:py 

on  auroît  cû  les  équations  N=s —  — ,  &  AT' =—  qui 

ne   donnent  point  d'intégrales  finies^  &  N'^zoy  qui 

donne  Tint^rale  A' m*  ,  qui  eft  la  même  que  nous 
avons  trouvée,  en  lîippofant  z:=:i»r,&— j=^.  Enfin, 
fi  on  fe  fert  des  valeurs  —  2=»f,  &— j=p,  on  aura 

JV=  — ,  &  jV'=— —  qui  ne  donnent  point  émtégra* 

les  finies. 

Exemple  IL   Soit  Tequation  donnfe   (i-*-*^)X 


comparant  avec  Tequation  (  M)  y  on  trouve  if = i ,  ^  =: 
I  ,/=:2,r  =  5,g= — iz>/6= — ^,&»=:3.Uequa- 
tion  ^= — cm — a(mm — m)  devient  i2=ww?-4- 
4w,  doîi  Ton  tire  w=2,  &w::= — 6m  L'autre  équa- 
tion h=^-^fp — f^(pp — p)  devient  6=^pp'-^p;  d'où 


Ton   tire  ^=—3,  &^=z.  En  prenant  m  =  2,  & 
i>z=:—  3 ,  on  trouve N=  ■    ..  =        ^  ^. 
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=0,  &  N=z^:-J- =1— L:±2 — L=i.Onauia 

donc  les  deux  intégrales  particulières  jr=;:-^N*^  &/=s 
>/** -*-B'«r ''*=yf' x~^— i-B'*~"  .   Mais  par  ce  que 

g'=/itt:(r/-r?)^=i^>  «t«  "totale  fea 

/=yf«*-*--<^'»""^-»-|-<^'»~"*.  En  effet,   fi  on  fub^ 

IHtue  cette  valeur  de  / ,  &  les  valeurs  de  lès  différent 
ces  premières  &(ècondes,  pour /,<//,  </<//  dans  Teqœi» 
tioa  d(Miaée,  on  trouvera  quelle  devient  identique. 

DXXIX. 

t 

Corollaire  IIL  Si  y  en  fuppofant  £*r=ri^  on 
fait       /=:/•''''',  on   aura,   en  différentiant , -^  = 

/•'^^%,&i^=^^-''^'(^-»-««).  Suhftîtuant  CCS  va- 


leurs  dans  Tequation   (M)  y  on  aura  pour  fa  transfor 


fx" )uxdx'^{g-^bn')d9c--\-o ;  équation  différentielle 
du  premier  ordre  y  qui  fera  inté^rable  dans  tous  les 
cas,  dans  lefquel;  on  pourra  intégrer  Tequation  {M); 
c'eft  a  dire,   dans   tous  les   cas,  dans  lefquels,   après 


1' 
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avoir  déterminé  les  valeurs  de  m  &  de  ^  par  les  deux 

cquations^^— cw— i4(m»i-^m),  8cAz:=z — fp — bX 
(pp^^p)^  oa  trouvera  que  AT,  ou  AT'  eft  un  nombre 

entier  poTitif  ,  ou  zéro  dans  les  équations  N^  — 2  ^ 

&  AT — :  ^  Car  fi  on  uit  »=Twr^onaura 

Ji*=— A— — ^^  &fubfti tuant  ces  valeurs  pouri^*  & 

pour  du  dans  Tequation  (r),  on  retrouvera  Fequatioa 
{M).  Suppofé  donc  quon  ait  trouvé  une  intégrale  de 
Tequation  (  M)  5c  que  cette  intégrale  foit  /  =  X  fon- 
élion  connue  de  m,  on  aura  dy=ziX^=^X'àn^  X' étant 
encore  une  fonélion  connue  de  «  ;  &  fubitituant  ces  va* 

leurs  pour  /  &  pour  à  y  dans  Tequation  u  =  *-^9  oi 

aura    »=:-]^   fonétion   conniie  de    x,   qui  ièia  une 
intégrale  de  Tequation  (/^). 

DXXX. 

REMARauE*  Si  on  transforme  Fequation  (T) 
en  d autres  équations  différentielles,  elles  feront  toutes 
intégrabies  dans  les  Cas^  dans  lefquels  Tequation  (M) 
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peut  s'intégrer;  &  on  peut  trouver  par  1^  une  infinité 

m 

d'equatioDs  différentielles  du  premier  ordre  ^  quon  pour- 
ra intégrer  en  les  rcduifant  a  Tequation   difTérentieile 

■ 

du  fecond  ordre  (M),  Nous  allons  en  donner  des 
exemples  dans  le  Problème  fuivant  &  dans  Tes  Corol- 
Uires. 

DXXXI. 

Problème  IV.    Transformer  Tequation  différentiel- 
le (^),  (a^b»'')x*du"¥(a'^bx'')u*»*dM"^(c 


fx  )»«</»-*-(^— i-iJ«'*)</»»=:o ,    dans   une   autre   de 
trois  termes    de    la    forme    fui  vante   J%-^Pz*dx 


^dx=zoy  P  8c  jetant  des  fonéUons  de  x. 

SoLtJTiON.     En  fuppolànt  »  =  X«,  on  aura  du 

» 

•=:z%dX~^Xdx  y  &  fubftituant  ces  valeurs  pour  u ,  & 
pour  d u  dans  Tequation  {V)  y  on  aura  la  transformée 

{a-¥b)t')%n*dX'¥{a^bx'')M*Xd%^{a^bx')X 
X*9*x*dx'^{e'^fx'')Xzxdx'^{g'^6x'')dx=so, 

Suppofant    enfui  te    (  c  -^fx  )X%xdx*^{a~¥bx)Y, 

%x*dX=zoy  ou  bien,  en divifànt  par  ««,  (^"+/*")X 

Xdx^^(a-^bx'')xdX^soy  la  transformée  dans  cette 
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•Vir 


fuppofitioii    fera     {a-^-irlm  )m  Xdx'-^^a-^èti')  X 
Sizt^lEî^  qui  a  la  fonne  qu'on  cherche,  pourvu  que 


•    •   • 


X  foie  une  footSUon  de  m.    Or  oa  trouve  «ette  valeur 


de  X  par  fequation  {c-+fj$')Xdn^{a^bM'')ndX 
s=o^  ou  LL±L£léJL^^â^z=zo.  Car •  en  donnant 
au  premier  membre  de  cette  e<|uation  la  forme  fuivan- 
te  ;  I   fi  on  y  ajoute,  «  q^uon  ca 

retranche  en  mSme  tems   la  quantité   -^ r  «  ob 

aura  pour  ce   premier  membre 


:^ii2 Si.;  &  l'equatioa  entière   fera  ^ 


^  -  -^ ':=:o,  dont  liategrale  efl  y^» 


^*^7/'V.I,(/i-t-^»*)^JLy=g,    en   foppofaat 


la  confiante  =^*    Donc  X.  JC^=^ — r~^-^(^"*^*') 


-^^•^^^^.(^H-jfrij*)  **'  —  £.;ç*=L. 


•pair 
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de  cette  fuite,    &  les  coefficients  By  C^  Dy  &c.  étant 

déterminés  par  le  premier  Cas  gênerai  d  i  Problème  III. 
Alors  on  aura  «  =  --n*=: 


(  ProbL  III.  Coroll.  IIL  ) ,  8c,  par  ce  que  les  valeurs 
des  coefficients  5,  C,  D,  (yc.  font  chacune  à^s  pro- 
duits de  la  confiante  arbitraire  A  multipliée  par  d'autres 
confiantes  déterminées  (  ProbL  IIL  Cas  I.  )  ,  il  efl  évi- 
dent que  cette  confiante  arbitraire  A  s'evanoïirji  de  la 
valeur  de  «,  en  divifant  par  A  le  numérateur,  &  le 
dénominateur  de  la  fraflion  qui  efl  =zu.  De  plus, 
par  ce    que    dans    la   foltition    du  Problème  IV.    nous 


*  X 


4 


avons    fuppofé    X«  =  «,  »  =  —  = 77:^^  X 

{a^bx   ) 

A  confiante  arbitraire ,  équation   qui  fera  Hutégrale 
coraplette  de  Tequation  différentielle  (Z). 

Si  N"  cft  un  nombre  entier    pofitif  ou  zéro,  on 

aura  1  équation  y=zA  :i  --^Bif        --♦-  C  *  -♦-  v  ^m 

JVW  I    étant  le  nombre   des  termes  de  cette  fuite,  & 
les  coefficients   JB',  C,  D',  &c.   étant  déterminé*  par 


II.  Partie.     Chap.  VIII.  435 

fècoud  Cas    du   Problème  III..     Alors    on  aura   »= 
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pour  H  &  pour  du  dans  Tequatioa  (G),   ou  trouvera, 

redu^lion  faite,  Tequation    ( H) </«-♦• -^^TT 


— ^^^ —       ^,    ^      =10.  des  deux  équations  ^=— 

lefquelles   ou   détermine    les   valeurs  des   expofans  m, 
&  ^  )   la  première  ne  change  point ,   &  la  féconde  de- 


b 


vient    /ft  = (^P'^^'PP  — P )  )    •û    y    fubflituant 

-j-  au  lieu  de  /.    Des   deux  autres  équations   N=: 

^  &  N  — :  y   la  première   de- 


vient  N= i ,  la  féconde  demeurant  la  mê- 

me,  de  forte  que,  fi  N=zoy  on  aura  auifi  N'=o. 
Si  N  eft  un  nombre  pofitif,  N'  fera  le  même  nombre 
pris  négativement,  &  réciproquement.  Donc  les  deu\ 
équations  (G)  &  (H)  feront  intégrables  par  le  Corol- 
laire  précèdent  ,   îorfqu  on   aura   —  =  i  — p  —  m ,  ou 


—  ^zp^-^m — I,   &   encore   lorfque  "       ,  ou 


—  — 4-f -H-w—  î 


fera  un  nombre  entier  pôfitif  ou  négatif. 
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Si  on  fuppofe  de  plus  c=ii  dans  l'equatiou  (G), 

elle    deviendra   «<a— t-g'i<»-«- ""*"  ''  '=0,   &  on 

aura  les  équations  g=:  —  a{mm  —  m),  &  i= — *X 
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équations  (K)  &  (L)  feront  intégrables  par  le  Corol- 
laire précèdent,  lors  qu'après  avoir  détermina  les  va- 
leurs  de  ^  &  de  m  par  les   deux  équations  h:=^ — fp 

"^^{pP — p)y  ^^=^ — ^^  —  iï(ww— •w)=i^i»(» — 
m),  on  trouvera  que  N^  ou  AT  eft  un  nombre  entier 
pofîtif  y  ou  zéro  dans  les  deux  autres   équations    N= 

,  &  Ar= ; =^1-;; ,  quon 

trouve  en  fubflituant  — »— n  pour-^. 


DXXXIV, 

Remarqjje.  On  peut  encore  refoudre  le  Problè- 
me IV.  de  la  manière  fui  vante.  On  fuppofe  m  =  Xz 
-+-R,  K  étant  une  fonélion  inconnue  de  «,  &  X  en 
étant  une  autre  prife  a  volonté,  &  dont  on  connoit 
par  confequent  la  différence  dX:=:X'iix.  On  aura,  en 
difFérentiant  du^iXdz-^zXdx-^dR^  &  fubfti tuant 
ces  valeurs  de  n,  &  de  ^n   dans  Tequation  (^),  ou 

{a'^b9ê'')x^du^(a^bi$')u^:f^dM^(c^fx'')u:çd9C 
^^Çg^^Bx')dMz=Oy  on  trouvera  pour  la  transformée 
(a^bx'')9;^Xd%^(a^b9$'')^zX'd9i^Ça^bM'')X 
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On  trouvera  Fintégrale  de  cette  équation  (T)  de 
la  même  manière  que  nous  avons  trouvé  celle  *de  Te* 
quation  (Z)  dans  tous  les  Cas ,  dans  lefquels  ,  après 
avoir  déterminé  les  valeurs  de  m  &  de  ^  par  les  deux 
équations  ^  =— rw— /i(mw  — w),  &  B^=: — ^/^~* 
i(pp — p)^  on  trouvera  que  Ny  ou  N'  cft  un  nombre 
entier  pofitif ,  ou  zéro  dans  les  deux  autres  équations 

/  € 

2sr= — ' i-y  &  jsr=-i— ^ . 

M  /  ■ 


m 

Qù  pourra  aufli  tirer  de  Tequation  (T)  d  autres 
formules  d'équations  différentielles  intégrablcs  dans  hs 
mêmes  Cas^  &  de  la  même  manière,  en  faifant  diffé- 
rentes fuppofitions  pcr  rapport  aux  confiantes  &  aux 
variables,  qui  entrent  dans  cette  équation.  Nous  ne 
nous  étendrons  point  fur  cette  matière,  qui  na  d autres 
difficultés  que  le  choix  des  fuppofitions,  &  la  longueur 
des  calculs.  Nous  remarquerons  feulement  que,  la  fon- 
âion  X  étant  arbitraire,  elle  fournit  une  infinité  de 
fappofitions  générales  différentes. 

DXXXV. 

Problème  V.  L'intégrale  de  Tequation  différen- 
tielle de  trois  termes  (-F),  — p— ♦-  ^^  i  ^u^=:^ 
étant  donnée,  trouver  celle  de  Tequaticfti  différentielle 
de  quatre  termes  {G)^  — p-4--j— — h^/— hR=:é>, 
-^>  ^>  -^  txaixix  des  fooftions  de  »,  &  dx  conibnte. 

SOLU- 
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Solution,  i?  Suppofé  que  l'èquation  »  =  X 
fonélion  connue  de  n  foxt  rintégraie  donnée  de  l'équa- 
tion difTérentielle  (F):  prenez  la  différence  dX  de  cet- 
te fonflion,  &  divifez-lk  par  «/x,  pour  avoir  X'  autre 
fonfUon  connue  de  x. 


( 
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^jf~*-R  =  o,   ou,   en  multipliant  par  -^,  &  chan- 
geant   les    ngnes    dz^zPJ:c^^4^-^^^- 

O  ^  Tax  1 

—=— ==o;   ajoutant    1  équation   dy-^%Tdx=.o,   on 


aura  (H),  </^-h^«-*.(«r-».zP-+..|i^— ^)</« 
— — Y"  =  ^*    Cette  équation  (H)  fcroît  întégrable,  fi 


elle  pouvoir  fe  réduire   a  la  forme  {K)^  djf'^¥d% 
(/-*.«)  rj^—^=o^  fuppofé  que  r&  T  fuflent 


des  fon£lions  connues  de  x;   car  en  faifant  r=;^— ^«, 
on   auroît  dr=zdy^^^âz^    &  Tequation   (K)   devien- 

droit    dr-^r  Vd  x  —  —  dn^zo^    dont    on    trouveroit 


T 

rintégrale  r  =  Z  fonftîon  connue  de  x  (par  FAnicle 
CCCLXXXII.),  &,  en  différentiant,  on  auroit  dr=:df 
^^dz^=:dZ=2Z'dx^  &  d^=zZ'dx  —  dzy  Z' étant 
encore  une  fonflion  connue  de  x.  Enfui  te  fubftituant 
pour  df  fa  valeur  Z'dx^^dx  dans  Tequation  ^/-+ 
xTdxz=o  ^  on  auroit,  en  changeant  les  (ignés,  ^a:— 
xTdfc — Z'd9c=zoy  autre  équation,  dont  on  trouve- 
roit encore  l'intégrale  «  =  r,  fonftion  connue  de  x 
(par  l'Art.  cccLXXXii.)*   On  auroît  donc  par  les  fup- 


II.  Partie.     Chap.  VIII.  445 

pofuions  que  nous  avons  faites  y^Z — ï,  pour  l'in- 
tégrale   de   l'equatioa   dififérentielle   de   quatre    termes 
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étant  divifée  par  /*^  '  >  &  multipliée  par  J^^  devient 
^jK'^ttd9$'^Ptdn'^dt'=:o^  équation^  qui  eft  la 
même  que  ^99^¥TTd9^^¥PTd99-^dT=:o^  que 
nous  avons  trouvée  cy«-deflus;  donc  les  valeurs  de  /^ 
&  de  T,  qu'on  trouveroit  en  intégrant  ces  deux  equa< 
tions  doivent  être  la  même  fonction  de  n. 

Maintenant^   pour  trouver   cette   fonélion  de  «^ 
qui  eft  =T^  on  fera  attention   aux   trois   équations 

T=r,ii=X,&«=/-'^%  doùl'on  tireX=/-^^', 

parconfequentX,X=L./*^''*=5.T^^-Zr.^=S.TJxj 
a  caufç  de  JLr  =:  i  •   En  difTérentiant  de  part  &  d'autre , 

on  aura-Y'^^T^x;  mais  onfuppofeicy  dX^^X'dn^ 

donc  on  aura  T=-^  ^  fonction  connue  de  «;    &  puif- 

que  J^=— ^,  on  aura  auffi  /^=— ^,  fonélioncon- 

nue  de  *•  Donc  Tequation  dt-^TVdss-^^Tj^z^^o   de- 

viendra  </r—  ^^j^»  * Y^dM=zoy  comme  nous  l'a- 
vons mife  dans  la  folution^  &  Ton  intégrale  fera  2=^, 
fonâion  connue  de  x.  Donc  l'intégrale  de  Tequation 
différentielle  de  quatre  termes  (G)  fera/rr:Z — /. 
C.  ^  F.  D. 
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DXXXVI. 
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CJd» 


=0   étant  donnée,   trouver  l'int^rale   com> 
plette   de    Tequation   difTérentielle    de   quatre    termes 

D^jf/^^4^^^=^0y    Ay    By    Cy    D     €VUlt    d» 


fonéHons  de  «>  &  d»  confiante» 

Solution  »    i  ?    Divifez  les  deux  équations  pro- 
poses par  la  fon£Uon  C,  &  ayant  fait  —  =;lî,  —  ==^» 

•^=:j^,   reduifez  ces   deux  équations  aux  fîuvantes 


2?  L'intégrale  particulière  donnée  de  requatïoti 
différentielle  de  trois  termes  (F)  étant  fuppofée  «=X 
fon£lion  connue  de  ^,  cherchez  par  le  Problème  L 
une  autre  intégrale  particulière  de  la  même  equatioti 
(F),  8c  que  cette  féconde  intégrale  foit  repreféntée 
par  Tequatioa  u=zZ  y  autre  fon£Uon  connue  de  x. 

3?  Cherchez^  enfuite  par  le  Problème  V.  les 
deux  intégrales  particulières  de  Tequation  différentielle 
de  quatre  termes  (  G  )  ^  lefquelles  repondent  aux  deux 
intégrales  «=:X,  &  i#r=:Z,  &  que  ces  deux  intégra- 
les de  Tequation  (G)  foient  repre&ntées  par  les  deux 
équations  (uivantes  f:=zF  fon£lion  connue  de  x,  & 
/=;jr  autre  fon£Uon   connue   de   ir,   on  aura^  pour 
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rintégrale  compbtte  de  Tequation  (G),  ^zzzctF-^iijTy 
a  8c  fi  étant  deux  confiantes  arbitraires. 

Car  puîfque/  =  F,  Se  j^zizT  font  deux  intégra- 
les particulières  de  Tequation  différentielle  (G),  ces 
deux  équations  /=zaFy  &  y^=zfiT  en  feront  auffi 
deux  intégrales  particulières  &  Tequation  yzzzttV-^^T 
en  fera  fintégrale  complette ,  ainli  qu'on  Fa  vu  dans 
le  Chapitre  précèdent. 

DXXXIX. 

On  voit  par  les  Problèmes  précédents,  quêtant 
donnée  l'intégrale   d'une   équation  différentielle    de  trois 

termes,  de  la  forme  —7—4 — j^p -4- J^«  =  t> , on  pourra 

toujours  trouver  l'intégrale  d'une  équation  différentielle  de 

quatre  termes ,  de  la  forme  — ---h-  ^^    \  j^-4-R=:o, 

P,  j^,  K  étant  des  fondions  de  x,  &  ^;»  étant  con- 
fiante; c'efl  a  dire,  que,  fi  on  fuppofe  lî  =  t>  dans 
Tequation  différentielle    de  quatre  termes,    &  que  dans 

cette  fuppofition  on  trouve  l'intégrale  de  — f  "^"7^ 
— ♦-^^/^a,  on  trouvera  aufli  l'intégrale  de  la  diffé- 
rentielle, en  fuppofant  K  fontlion  de  *.    . 

De  même   fi  on  trouve   l'intégrale  de  la  différen- 
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tielle   de   cette  forme   D -*•  ^/ -»- ^ -*• -^iil. — -  • 

dans  la  ruppofition  de  D=:a^  on  pourra  trouver  l'in- 
tégrale complette  de  cette  difTéren tielle ,  en  fuppofant 
D  fonâion  de  »•  Cette  méthode  feroit  applicable 
aux  équations  différentielles  du  3"^,  4™,  &c  ordre, 
avec  les  mêmes  conditions;  doii  il  paroit  quon  pour- 
roit  conclure  généralement  qu'il  en  feroit  de  même  a 
regard  de  toute  équation  différentielle  d'un  ordre  quel- 
conque; mais  nous  démontrerons  direélement  cette  bel- 
le propofition  de  Calcul  Intégral. 


Soît   Tequâtion  différentielle    (A)  A  y 


dx 

^^.  '     ^j.,        X^  ^^ûs  laqueUe  Jy 

By  Cy Mj  X  Todt  des  fbùflions  de  x;  fi  on 

a  rintégrale  d^une  différentielle  d'un  degré  quelconque 
de  la  forme  précédente,  dads  la  Tuppofîtion  de  X-=^Oy 
on  pourra  auffi  trouver  l'intégrale,  dads  la  fuppofitiaa 
de  X  fonâiûn  de  «« 

Pour  le  démontrer,  on  multipliera  Tequation  {A) 

par  xdi^^  z  étant  une  variable  indéterminée;  Tintégrâ- 

le 
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d.Cz 


(A)    fe    réduira    a   celle-cy    (  C ) ,  /  ^  JB  z 


^x*  J         dx\  dx  J  ^-,1  V 

—  Ô'r.)-H-C!?V.=:5'.5sX^*.   Or  cette  équation  eft  d'un 
ordre  différentiel   moins  élevé    d'une  unité   que   la  pre- 
mière équation  (-^).     Donc    i  ?    Si  on  a    une  valeur 
de  2,  qui  fatisfaiTe  a  l'équation  (£),   on  aura  une  in- 
tégrale de   Tequation  (-^)   en   fubftituant    cette  valeur 
dans   Tequation    (  C  ) .     2  ?    Si  on  peut   trouver  deux 
valeurs  de  «,  qui  fatisfaffent  a  Tequation  (5),  on  au- 
ra de  même,  en  fubflituant  ces  valeurs  dans  lequarion 
(C),    deux  intégrales   de   Tequation    (-4'),  au  moyen 
defquelles  on  fera  dîfparoitre  la  plus  haute  différentielle 
de  /j  ce  qui  donnera  une  féconde  intégrale   de  la  pro- 
pofée;    &  ainfi  de  fuite  on  trouveroit  différentes  inté- 
grales,  fi  on  avoit  trois,  quatre,  &c.   valeurs   différen- 
tes  de    z;    &    en    gênerai    connoiffant    un  nombre   de 
valeurs  de  %   égal  a  celuy    de  rexpofant   de  l'ordre  de 
l'équation  (-^),  on  auroit  le  valeur  finie  &  algébrique 
de  cette  équation» 

DXLI. 

Si  on  multiplie  l'équation  (JB)  par  yâ%^  &,fi 
on  en  prend  l'intégrale  par  parties  comme  nous  avons 
fait  a  l'égard  de  l'équation  (-^))  en  faifant  difparoitre 
de  ^effous  le   figne  S.  toutes  les  différences  de  « ,  on 


^ 
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Or  la  dernière  intégrale  contiendra  autant  de  con- 
fiantes arbitraires,  quil  y  a  d'unités  dans  Texpcfant  de 
Tordre  de  Tequation  différentielle  (B).  Donc  il  on 
fait  fucceflivement  toutes  ces  confiantes,  nrains  une, 
égale  a  zéro,  il  efl  évident  par  les  principes  du  Cha- 
pitre précèdent,  qu'on  aura  autant  d'intégrales  particu- 
lières, &  par  confèquent  autant  de  valeurs  de  s,  qu'il 
a  d'unités  dans  l'expofànt  de  l'équation  (£)•  Or  cet- 
te équation  efl  du  même  ordre  que  l'équation  {A). 
Donc  on  trouvera  aufli  l'intégrale  finie  &  algébrique  de  {J)  ; 

c'efl   a   dire,  que   l'équation   ^y^'^B-j^^^C-^ — h 

D--^-+Ô*r.  =  X  fera  intégrale  algébriquement,  toutes 

les  fois  qu'on  aura  m  valeurs  de  m  dans  le  cas  de  X=:o, 
m  étant  Texpofant  de  l'ordre  différentiel  de  requacioo. 

DXLIL 

Si  on  navoit  que  le  nombre  de  valeurs  de  / 
exprimé  par  m  —  i ,  c'eft  a  dire ,  moindre  d'une  unité  que 
l'expofànt  de  l'ordre  différentiel,  dans  la  fuppofîtion  de 
X=a,  on  pourroit  encore  trouver  l'intégrale  algébrique 
de  l'équation  {A).  Car  dans  ce  cas  on  auroit  un  nom* 
bre  w^^-i  d'equatious  (£),  d'où  faifant  difparoitrc 
les  plus  hautes  différences  de  «,  au  nombre  de  m — i, 
on  arriveroit    enfin  a  une  équation,   qui   ne  renferme- 
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roit  plus  que  des  premières  difTéreoces ,  &  de  la  forme 

Vz^X'i^=:r;  Fy  X'  8c  r  étant  des  fonaions  de  x. 

Or  l'intégrale  de  cette  équation  fe  trouve  aifément  par 
de  fimples  fubftitutions   (Article  cccLXXXii.)   lefquels 

donnent   l'intégrale  cherchée   a;=:^  \Conft, 


DXLIII. 

REMARauE .  Nous  avons  déjà  obfervé  dans  le  Pro- 
blème IV,  de  ce  Chapitre ,  qu'on  peut  trouver  une  infini- 
té d'équations  différentielles  du  premier  ordre ,  intégra- 
bles  par  les  méthodes  précédentes,  après  les  avoir  ré- 
duites a  une  équation  différentielle  du  fécond  ordre .  On 
peut  même  quelquefois  intégrer  plus  aifément  par  ces 
mêmes  méthodes  des  équations  différentielles  d'un  ordre 
fupérieur,  en  les  différenciant  de  nou/eau  dans  la  fup- 
pofîtion  àQ  dx  confiante.  Soit,  par  exemple,  l'équation 

différentielle  du  fécond  ordre  (^) ,  Sdx^-^ifdd/^z 

dy^^^\yyd9^ y   ellefe  réduit,   en  la  différenciant  une 

autre  fois,   a  l'équation  très-fimple  du  troiûeme  ordre 

(B)d^y=zj^dydx^y   dont  on  trouve  facilement  l'inté- 
grale  complette  (C) /=^-»-^^**-*-r^""**,   laquelle 
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équation  (C)  renferme  non  feulement  Tintégrale  complettc 
de  l'équation  (B)j  mais  contient  de  plus,  comme  un 
cas  particulier,  l'intégrale complette  de  l'équation  (-^), 
puifque  cette  équation  (A)  eft  d'un  ordre  moins  élevé 
que  (B).  Il  faut  par  confequent  limiter  Tequation  in- 
tegrée  (C),  &  en  exclure  les  cas  inutiles;  ce  quoa 
fera  en  différentiant  deux  fois  Fequation  (C).  Car  il 
faut  quen  fubfti  tuant  les  valeurs  y^ày^dày  trouvées 
par  cette  double  diffcrentiation,  la  nouvelle  équation 
fatisfafle  a  la    propofée    (-^)  ;   ce    qu'on   obtiendra  en 

comparant  les  coudantes  ;  ainfi  dans  le  cas  prefent  on 
aura  c  =  "^ "* T    ,   &  par  confequent  l'intégrale  cherchée 

lera  ^=:=//-^ir^    — i — — — c 

C'eft  icy  le  lieu  de  rappeller  ce  que  nous  avons 
cbfervé  (  Art*  cccçxxii*  )  a  l'égard  des  deux  différen- 
tielles ads'-^fiJuy  &  pflf//«— 4-p/3^«— hV/3^J— HfXûf//y 

-^du.(f>(uyS^'^ds.(j>(u^s).  Il  s'agit  de  déterminer 
les  quantités  a,  jS  par  les  conditions  que  adi-^^duy 
&  pcidu'^pfidu'^^yfids'^H^ads-^dH^f^Uys)'^ 
ds.(î>'(uys)  foient  l'une  &  l'autre  des  différentielles 
complet  tes.  On  fera  ads^'¥^du:=dq  y  &  fubfti  tuant 
dans  la  féconde  différentielle  les  valeurs  dea^&  ^  en  ^, 
on  aura  par  le  théorème  fondamental  du  calcul^  & 
par    les    conditions    d'intégrabilité ,    l'équation    fui  vante 
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CHAPITRE     IX 


De  la  Méthode  des  Variations  • 


N 


Ous  établirons  dans  ce  Chapitre  les  principes 
oeceflaires  pour  entendre  les  nouvelles  méthodes  les 
plus  générales,  qu'on  a  trouvées  dans  lanalifê  des  infi* 
nis,  &  par  lefquelles  on  a  cherché  a  perfectionner  le 
Calcul  Intégral.  Nous  commencerons  par  la  méthode 
des  Variations  que  MJ  Euler  a  donnée  dans  le  Tome 
X.  des  nouveaux  Commentaires  de  l'Académie  de  Pe- 
tenbourg)  année  1754..  Cette  méthode  comprend  le 
Calcul  des  Variations,  &  la  manière  d'en  faire  ufage 
dans  la  folution  des  Problèmes,   d'ailleurs  très-difficiles. 


N 


ARTICLE     PREMIER. 

Elemens   du    Calcul  des    Var lapions. 

DXLIV. 

On  fuppofe  d'abord  dans  ce  calcul  une  équation 
donnée  entre  deux  variables  x  Se  fy  que  nous  defigoe- 
rons  par  (£),  &  que  nous  appellerons  l'équation  Prin- 

m 

ctpahy  ou  Primitive,  Cette  équation  exprime  une  rela- 
tion 
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tîon  donnée  entre  deux  variables,  qu'on  peut  aufli  ap- 
peller  la  relation  Principale^  ou  Primitive  entre  x  & 
y  .  Elle  eft  telle,  que  ,  quelque  valeur  déterminée  qu'on 
donne  a  l'une  de  ces  deux  variables,  la  valeur  corre- 
fpondante  de  l'autre  fera  aufli  déterminée  par  l'équation 
(£),  &  que  chacune  d'elles  pourra  être  regardée  com- 
me une  fonction  de  l'autre  aflignable  par  cette  équa- 
tion. Ain(î  lorfque  m  dans  cette  équation  deviendra 
9C'=X'^dxy  y  deviendra  y=zy'^dy  ^  la  valeur  de  y 
repondra  a  celle  A^  x\  &  la  différence  de  y  d'avec  ïy 
précèdent,  qui  eft  dy'=y — /,  pourra  fe  trouver  par 
les  règles  ordinaires  du  calcul  différentiel .  De  même  , 
fi  J^  eft  une  expreffion  compofée  comme  on  voudra 
de  X ,  &  de  / ,  elle  fera  telle  ,  en  vertu  de  la  relation 
donnée  entre  ;tf  &  / ,  ou  de  l'équation  primitive  (  £  ) , 
que  fes  différentes  valeurs  reponderont  toujours  aux  va- 
leurs qu'on  donnera  a  x;  de  forte  que,  fi  V*  defîgne 
la  valeur  que  V  acquiert,  lorfque  x  devient  x'=;tf— ♦- 
dx,  on  aura  r  —  V-^^dV,  &  dF=F'^F,  fuivant 
les  premiers  principes  du  calcul  différentiel. 

DXLV. 

De  plus  puifquen  vertu  de  Tequation  primitive 
(£)  y  peut  être  regardée  comme  une  fonftion  de  x, 
&  qu'en  différentiant  cette  équation,  on  trouve  la  re- 
lation des  différentielles^/  &  dx^  om\xr^  dy=zpdxj 

Mmm 
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p  étant  une  fonélion  de  «;  &  par  la  même  raifon  on 

aura  dp=:qdxy(iq=rdx^  dr:=sdM^  &c.^  q^r^  s,&c^ 

étant   toujours  des  fonélions  de  m.    Nous  fuppoferoas 
toujours  dans  la  fuite  p^^\  ^=^'»  ♦'  =  7Î'i^= 


dr 


—;  Û'r.,    ce  qui  donne,  en  traitant  dx  comme  con- 

DXLVI. 

Après  la  première  fuppofition  d'une  relation,  ou 
d'une  équation  primitive  donnée  entre  x  &  / ,  on  fup- 
pofe  encore  dans  le  calcul  des  variations,  qu'il  arrive 
un  changement  quelconque  infiniment  petit  dans  cette 
relation  primitive,  ou  dans  l'équation  (E)  qui  l'expri- 
me; de  forte  qu'on  ait  une  féconde  équation  infiniment 
peu  différente  de  la  première  (£).  Nous  defi^jnerons 
cette  féconde  équation  par.  (F),  &  nous  rappellerons 
f  Equation  variée ,  &  la  relation  entre  x  8c  y  y  qu  elle 
exprime,  la  Relation  variée.  On  fuppofe  de  plus  que 
la  variable  k  demeure  la  même  dans  ces  deux  équa- 
tions (£)  &  (F);  d'où  il  fuit  évidemment  que  les 
valeurs  de  /,  qui  repondent  aux  valeurs  de  x  dans  la 
première  équation  (£),  ne  pourront  différer  que  d'une 
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quantité  infiniment  petite  des  valeurs  de  /,  qui  repon- 
dent aux  mêmes  valeun  de  x  dans  la  féconde  équation 
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ftrence  des  variations ,  qui  arrivent  a  >'  &  a  /  par  le 
même  changement  d'équation .  Mais  comme  y  mar- 
que l'état  fuivant  de/,  ou  ce  que  devient/,  lorfque 
j»  devient  x--k-dx  dans  la  première  équation  (E);  de 
même  J^/  marquera  Tetat  fuivant  de  â'y^  ou  ce  que 
devient  iT/,  lorfque  m  devient  M-^dXj  ou  que  /— hJ^/ 
devient  ji^^^y  dans  la  féconde  équation  (F);  de 
forte  que  S'y  —  S  y  exprime  la  différentielle  à^  S  y  ^ 
comme  y^^—y  exprime  la  différentielle  de  /;  d'où  l'on 
tire  ce  principe  remarquable  ;  la  variation  de  la  diffé- 
rentielle dy  efl  égale  a  la  différentielle  de  la  variation 
de  / .  Car ,  puifque  Sdy^z:  S  y —  S  y  ^  &  que  <ry  — • 
J^yziizd.i'yi    il  s'enfuite  que  à^ .dy^z.d.S'y . 

DXLVIIL 

Définition  L  V  étant  une  expreflTion  formée 
comme  on  voudra  des  variables  se  8c  y  y  dont  la  rela- 
tion foit  exprimée  par  une  équation  primitive  quelcon- 
que (£),  la  variation  de  /^,  que  nous  defignerons  par 
J^l^y  eft  l'accroiflement  que  cette  quantité  F  acquiert, 
lorfque  la  relation  primitive  entre  x  8c  y  fubit  une  va- 
riation quelconque  infiniment  petite,  ou  lorfque  l'équa- 
tion primitive  (£^  eft  changée  en  une  autre  infini- 
ment peu  différente  (F).  Il  faut  donc  bien  diflinguer 
la  différentielle  d  V  àt  h,  variation  S  V .  Car  d  V  fi- 
gnifie   Taccroiffement  de  la  quantité  V ^   lorfque  x  de- 
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vient  «-+i/»,  la  relation  primitive  entre  *  &  ;',  ou 
l'équation  (£)  qui  l'exprime  demeurant  la  même;  & 
^  V  marque  l'accroiflement  de  F,  lorfque  la  relation 
entre   «    &/)   où   l'équation    (£)   varie,    &    devient 
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y-^df  au  lieu  de  /  dans  la  quantité  V^  qui  devient 
par  ^  V\  &  on  ôte  enfuite  F  de  V  ^  pour  avoir 
K— -  r=  d  Vy  fuivant  les  premien  principes  du  Calcul 
Différentiel. 

DLL 

Corollaire.  IIL  On  peut  encore  trouver  la 
variation  S^  Vy  en  difTérentiant  d'abord  la  quantité  V  a 
Fordinaire  y  c'eft  a  dire  y  en  fuppofant  «  &  ^  variables , 
&  en  effaçant  enfuite  dans  la  différentielle  d  f^y  tous 
les  termes  où  fe  trouve  dx;  car,  fi  on  écrit  dans  ce 
qui  refiera  de  cette  différentielle ,  la  variation  cT"/  au 
lieu  de  d/y  on  aura  J^V  comme  dans  le  Corollaire 
précèdent. 

DLIL 

Définition  II.  Le  calcul  des  variations  eft  la 
méthode  de  trouver  les  variations  qui  arrivent  a  des 
quantités  formées,  comme  on  voudra,  de  deux  varia- 
bles X  8c  fy  lorfque  Tequation ,  ou  la  relation  primiti- 
ve entre  ces  deux  variables  vient  a  fubir  un  change- 
ment quelconque  infiniment  petit  ;  ou  bien ,  fi  ^  eft 
une  quantité  formée,  ou  dépendante,  comme  on  vou- 
dra, des  deux  variables  x  &/,  dont  la  relation ^  ou 
l'équation  primitive  efl  fuppofée  donnée,  le  calcul  des 
variations  efl  k  méthode  qui  eufeigne,  comment  oq 


4^4         Elemens  du  Calcul  Inte'gral 
dans  le  paflàge  de  ^  de   Ton  état  priucipal   a  Ton  état 
varié;  de  forte  qu'on  a  toujours  S'x^Oy  &  que,  fi  la 
quantité    V  dependoit   de  la  feule    variable   x,   &  ne 
comprenoit  point  lautre  variable  y  y  on  auroit  ^Vz=zo. 

DLIV. 

Corollaire  IL  Pulfque  nous  fuppofons  toujours 
que  le  changement  de  la  relation,  ou  de  Tequation 
primitive  entre  les  deux  variables  «  &  /^  eft  tel  qu'on 
voudra,  pourvu  qu'il  foit  infiniment  petit ,  les  différen- 
tes variations,  qui  arriveront  a  la  variable  /,  fui  vaut 
les  différentes  valeurs  de  «r,  auxquelles  /  repond,  pour- 
ront être  telles  qu'on  voudra,  &  même  indépendantes 
les  unes  des  autres.  On  voit  par  Ik,  que  le  calcul 
des  variations  eft  très-etendu,  &  qu'on  peut  l'adapter 
a  toutes  fortes  de  conditions  données  des  variations. 

DLV. 

Remarque  «  Jufquicy  nous  avons  expliqué  les 
principes  du  calcul  des  variations  dans  toute  leur  géné- 
ralité; peut-être  qu'un  Cd&  particulier  pourra  fervir  a 
les  faire  comprendre  plus  facilement.  Soit  donc  Mxz=yjf 
l'équation  primitive,  qui  exprime  la  relation  donnée 
entre  les  deux  variables  «  &  /,  &  que  nous  avons 
defignée  par  (JE).  On  fçait  que  cette  équation  appar- 
tient a  une  parabole,  dont  le  paramètre  t^  a^  l'abfciffe 
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91 ,   &  l'ordonnée  correfpondante  /  ;    &  on  voit  d  abord 

que/=:*i^x,  fonélion  de  n^  &  qu'en  difFérentiant ,  on 

I  I 

aura  »/  =  — p-;   dou  Ion  tire  77= — ir'==^pi   »p 

^x*  zx* 

2.1  L 

.  a*  dx       dp  —M*  j  ^a*dx       dq 

— £-,77 r=^;  rf^=-4- — r>77= 


Suppofons  prefentement  quon  introduife  un  chan- 
gement infiniment  petit  dans  l'équation  primitive  ^x 
=://;  ce  qu'on  peut  faire  d'une  infinité  de  manières 
différentes;  par  exemple,  en  augmentant  le  paramètre 
a  d'une  quantité  infiniment  petite  S'a^  à.^  forte  que  ce 
paramètre  devienne  a-^S^a  ^  &  que  apc  devienne 
(4— hJ^i^);?;  alors  il  efl  clair  que,  pour  rendre  >/  = 
au  produit  {a^^S"  a)x  ^  il  faut  augmenter  aufli  la  va- 
riable y   d'une    quantité  infiniment  petite    «^/ ,    pour 

avoir  Tequation  variée  (4— i-<^if)ji=:(^— HcA/)* ,  qui 
eft  infiniment  peu  différente  de  Tequation  primitive 
a9r=zyy.  Cette  équation  variée  appartient  a  une  au- 
tre parabole,  dont  le  paramètre  eft  a^^r^a^  l'abfciffe 
^,  la  même  que  dans  la  première  parabole,  &  l'ordon- 

N  n  a 
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née  correfpondante  y^^^y^  qui  ne  diffère  de  Fordon- 
née  /  ^  qui  repond  a  rabfciiTe  n  dans  la  première  para* 
bole,  que  d'une  quantité  infiniment  petite   iy^   varia- 
tion de  /  •    On  déterminera   facilement  cette  variation 

i'y\  car,  puifque  44»=//,  &  (4-4-/^^)*=:(/— i-J^^)* 

=//-4-2/«^'^/-+-i^/*,   ôtant  la  première  équation  de 

la    féconde,    il    reftera    ni a:=LxyS y^^i y^zzzzyS^y^ 

en  effaçant  le  terme  J"^*,  qui  s'evanoiiit  par  rapport 
au  terme  2/^/,  comme  dans  le  calcul  différentiel,  & 

on  aura  la  variation  <^y  =  ^7^= — y=z\   par  où  Ion 

voit  quil  ne  faut  pas  confondre   la  variation  S" y   avec 

la  différentielle  ây  ,  que  nous  avons  trouvée  =-^7=. 

2  V  ax 

Soit  maintenant  V  une  fonâion  de  x  &  de  ^ ,  jpar 

exemple  V^zan^y^^bxy^  ^  dont  on  veiiille  trouver 
la  variation  ^  Vy  en  regardant  la  variation  S'y  comme 
donnée.  On  pourra  trouver  à  V  àt  trois  manières. 
I  ?    En  fubflituant  y-^^^'y  pour/  dans  la  fonélioa  T, 

qui  deviendra  par  Ik  ax^y'^¥^ax^J^y-^bx(y'^i'yyy 

Jk  en  ôtant  ax^y^^bxy^   de   cette  quantité,    on  aura 

pour  refle  jy=zax^Jy'-^2J;xySy'^bxJ'y'^^=:2ax^J^y 

''^ibxyJ^fy  a  caufe  du  terme  bxtS'y^  ^  qui  s'evanoiiit 
par  rapport  au  terme  ibxyS'y.  2?  En  dilfJrenriani 
1a  fondion  V  dans  la  fuppofition   de  ^*  confiante,  ce 
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qui  iîonnera  dV=::aii^  dy^'^ibxydy  ^  &  en  écrivant 
enfui  te  dans  cette  équation  S^V  pour  dV^  Bc  S'y  pour 
dy.     3?    En  difFérentiant  a  l'ordinaire  la  fonélion  V^ 

on  aura  dV:=:ax^ dy^^iayxdx'^zbocfdy-^by^dx^ 
ef&çant  les  deux  termes,  où  fe  trouve  dxy  8c  mettant 
J^y  pour  dy  dans  ce  qui  refte ,   on  aura  encore  J^  F=: 

ax^J^y^^zbxyJ^y.     Si   on  veut  fubftituer  dans  cette 

•     » 

variation  <^  ^  la  valeur  de  «^  /  que  nous  avons  trouvée 
=— — = — 7=,    on   aura  «rF= -^bn  i^a-z 

I.    s. 


Nous  regarderons  toujours  dans  la  fuite  la  varia-: 
tion  <^/  comme  donnée,  &  nous  chercherons,  dans 
cette  fiippofition  ,  la  variation  S^V  de  la  formule  V 
dépendante,  comme   on  voudra,  des  deux  variables   « 

&  /,  ou  de  leurs  dérivées  p-=i'^^  qz=z-^,  r  =  -j|-, 

DLVI. 

THEOREME  I.  La  variation  ds  dF  différentielle 
de  la  formule  quelconque  V,  eft  égale  a  la  différen- 
tielle de  la  variation  <^r  de   cette  formule,   ou  bien 
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Démonstration.    Si  on  fubftitue  m-^Jm  pour 
ity  Zc  y'-^dy  pour  /  dans  la  quantité  F,    &  que  par 
CCS  fubftitutions  V  devienne  F* ,  on  aura  d  V-=.  V —  V 
fuivant  les  règles  du  calcul  difiérentiel.    Donc  ^,dV 
=  jv(r— r)=/r'— .AJ';    or   d,i^V  exprime   ia 
différence  entre  i'Fj  8c  fz  valeur  fuivante  S^F\  que 
J^  F  acquiert,  lorfque«  devient  ir-Vi/«,  &  que/ devient 
y^dyi  enforte  qu'on  a  </.^F=^P"— J^F,  comme 
on  a   trouvé  </r=r— T.     Donc   l,dVz=zd,S^V, 
C  J^  F.  D. 

DLVII. 

Corollaire.  En  écrivant  dV qm.  lieu  de  Tdans 
Vequation  que  nous  venons  de  trouver  S'.dV=ià.i'V^ 
on  aura  é\ddr=ii.J'dF;  or  J'dF=zd.J'  F;  donc  J'.ddF 
:=:dd.J^y;  par  confequent  on  aura  égalité  entre  ces 
trois  formes  J<.ddF=zd.  J'dF=dd.J^V. 

De  même  fi  on  écrit  encore  icy  dF  pour  F,  on 
aura  égalité  entre  ces  quatre  formes  J^.dddF=rzd.J^ddF 
z=:dd.^dF=zddd.J^  Fy   enfuite  entre  ces   cinq  formes 

J^.(tF=:d.J'd^F=zd^.J'd^Fz=d\j'dF=:d^.J'F,8c 

généralement  on  aura  J^.  f  Fzzz  éT.S'a'^^  F=z  ^* .  J^  F; 

&  par  Ik   on   réduit  la  variation  S^^  F  àt  la  difTéren- 

tielle  d  F  dQ  l'ordre  quelconque  if,  a  la   différentielle 
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du  même  ordre  0  .  <r  ^  de  la  variation  «T  F,  &  çn  pre- 
xunt  pour  m,   un   nombre   qui  ne  fbit  pas   plus  grand 

que  »,  on  aura  auflî  «^.<^r=/'.«r<^~"'"^. 

DLVIII. 
Théorème  II.    £n  fuppoiànt  dit  confiante,  & 

les  variations  fuivantes  ^p:=z^^j^^  «>^^  =  -^^,    «f^r 


'/»^/  IV '^^J' 


dx     '  ax    ^ 

Démonstration.  Puîfque  dx  cft  confiante,  & 
que   la   variation    n'appartient  point    a   la    quantité   m 

(Art.   DLiii.);    a   caufe    de  p^:-^  ^   on   aura  J^p=z 
±ÙL=,±lL  (Theor.L).    De  même,  a  caufe  de  ^= 


^  5  on  aura  S^qzzz^^yl^zzz    >.  ^'=     't^  ,  en  fubfti- 

tf»    '  ^  ax  ax  ^x^ 

tuant -^^  pour  <^^.  a  caufe  de  r=:-j^,   on    aura  J^r 

=  -~»^  eh  fubftituant— T-^pour  ^^. 

dx^    '  4x       *  ^ 


àx 

i,dq  _  ^  d,  ê  g 
ax     ""^     dx 


On  trouvera  de  même  ^j  =  -^  =  --5-^  =  — ^  ^    & 


rinfini 


/ 
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DLIX. 

Corollaire  L  Ces  difTérentielies  du  premier 
degré,  &  des  autres  degrés  fupérieurs  de  la  variatioa 
i'y^  font  déterminées  par  les  variations  des  valeurs  de 
y^  qui  repondent  aux  valeurs  fuivantes  de  x,  ceft  a 
dire,  aux  valeurs  n-^dn^  x^^zdxy  n-t-j^/x,  &c. 
Car  fi  les  valeurs  fuivantes  de  /,  ceft  a  dire,  celles 
qui  repondent  aux  valeurs  x-t-^x,  x^^idx^  x-^^dx^ 
&c.  font  defignées  par  /,  y\  y\  /"j  ^^•j  &  ^«"^5 
variations  par  J^/',  ^y  ^  ^/\  ^y\  ^^*  on  aura  par 
la  nature  des  difTérentielies   d.5'y'=zS'y-^i'f\  ^.<ry= 

dd.i'y=:d{J'y—S^y)=id.S'y-^d.^y=::^S^y 
—  i^y^j^5'y'=z^y'^z5'y-^^y. 


i  S^y=zd(,dy—zS^y^S'y)—d.S^/r^2  d.S^y- 


d.S^y-^z  S^y*'^  i<y  —  2  S^y^  î  V^*-  ^Z— ^/ 


DLX. 

Corollaire  IL  Donc  fi  la  valeur  y^  qui  re- 
pond a  X,  reçoit  la  variation  ^^/^  &  que  les  valeurs 
fuivantes,  /,  y\  /**,  Ô'c,  ne  reçoivent  aucune  varia- 
tion, enforte  qu'on  ait  S^y=zo^  ^y=zo^  ^y'^z=zo^  Ô'c, 

on     aura  ^.J^/=:— J^/;  i/i/.J^^  =  -t-J^/;  d  <^^=— 

4 
J^/;  d  .  J^yz^-^J^y;  &c. 
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DLXI. 

Theokeme  IIL  La  variation  de  la  formule  in- 
tégrale quelconque  S.Zdx  eft  égale  a  l'intégrale  de  la 
variation  de  la  différentielle  Zdx\  ou  ^S.Z dpi^z 
S.J^.Zdxy  en  fuppofant  que  Z  eft  une  quantité  for- 
mée, ou  dépendante,  comme  on  voudra,  des  deux  va- 
riables X  8c  /. 

Démonstration.  Soit  y=:zS.Zdxj  on  aura, 
en  différentiant,  dF=zZ  dx;  par  confequent  J^dF=: 
J'.Zdz.  Or  J'dy=d.J'y  (Theor.  L);  donc  d.J'V 
=zJ^Zdx;  & ,  en  intégrant  de  part  &  d autre ,  <^  r=: 
S.J^Zdxj  ou  i'.S.ZdxzzzS.^Zdx.     C.  J^  F.  D. 

DLXIL 

Problème  L  Trouver  la  variation  <^  F  de  la 
formule  V^  lorfquelle  ne  renferme  que  les  deux  varia- 
bles finies  X  8c  f. 

Solution  .  i  ?  Prenez  la  différentielle  de  la 
fonction  F  a  l'ordinaire ,  c'eft  a  dire ,  en  faifant  varier 
X  8c  f;  8c  cette  différentielle  fera  dF=iMdx^^Ndfy 
M  8c  N  étant  des  fondions  de  i»  &  de  /,  ou  des  fon- 
ftions  de  ^,  en  regardant  /  comme  une  fon6lion  de  x, 
en  vertu  de  Tequation  primitive. 

2  ?  Ecrivez  dans  cette  différentielle  zéro  pour 
dxy  &  la  variation  J'y  pour  la  différentielle  ^/,  & 
vous  aurez  J"  V=zNéy  (Art.  dli.)  .  C.  j^.  -F.  T.  &  D. 
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DLXIII. 

Problème  IL  Trouver  la  variation  <^  ^  de  la 
formule  Vj  lorfqu  outre  les  deux  variables  finies  ^  &  /^ 
elle  renferme  encore  leurs  différentielles  de  quelqu  ordre 
que  ce  foit,   ou  les  rapports   de  ces  différentielles  ex* 


Jf  dp  dif  df 


primés  par/>=^,^=j;,  ^=77^  ^=7r>  ^^m 


ou 


bîen^  ce  qui  revient  au  même,  lorfque  V  elt  une 
fonâion  quelconque  des  quantités  ir^  /,  &  de  leQrs 
dérivées  p^  q^  Ty  5,  (S'c.  ' 

Solution,  i  ?  Prenez  la  différentielle  de  la  fbn- 
élion  V  par  les  règles  ordinaires  du  calcul  diffétenti^; 
&  vous  aurez  dyz=zMdx^¥Ndy  -^Pàp-^^Jq^^ 
Rdr-^Sds-^&c.y  M,  AT,  P,  J^,  R,  S^  &c.  étant 
des  fonctions  des  quantités  ^j/yp^q^r^Sj  (7c.  ^ 
fon£lions  qu'on  trouve  par  cette  différentiation ,  &  qu'- 
on peut  auffi  regarder  comme  des  fon6lions  de  x,  ou 
de  /  en  vertu  de  Tequation  primitive  entre  x  8c  /^  8c 

des  autres  équations  ^  =  yj-,  ^  =  -jj-,  r=-jj,  &c. 

2  ?  Ecrivez  dans  cette  différentielle  zéro  pour 
dfCy  &  les  variations  J^F^  ^y ^  S^p^i^q^J^r^dTc. 
pour  les  différentielles  dV^  dy^  dp^  dq^  dr^  Ô'r., 
&  vous  aurez  la  yariation  J^  Vz=z  H^y  -♦•  P  ^  p  -+ 
^^q--^Ri'r^^SS's-^<yc. 

•  0 
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3  ?  Subftituez  encore  dans  cette  equa^on  les  va- 
leurs des  variatious  i^p^  i'q^  S^r^  J^s^  &c.  quon  a 
trouvées  cy-^deflus  (Art.  dlviii.)  en  fuppofant  dx 
confiante;  &  la  variation  cherchée  fera  J^F==:NJ^f^i^ 

-'«  ^x*  dx^  dx"^ 

Démonstration.     La  différentielle  dVz=:Mdn 

M 

^^Nd/^+Pdp'-^^dq'^dyc.  n'eft  autre  chofe  que 
raccroiffement  que  la  fon£lion  y  acquiert^  lorfquelle 
devient  F' y  ou  lorfquon  fubftitue  dans  cette  fonétioa 
êc^^dxj  y^^dy^  p^^dp^  q^^dqy  r^+dr  y  &c. 
pour  9Q  y  y  y  p  y  q  y  r  y  (Je.  y  fubftîtution  qui  change  V 
en  V y  de  forte  qu'en  retranchant  V  iiZ  V y  on  z  dV 
t=zV'—F=:Mdx'^Ndf-+Pdp-^^dq'-h&c.  fui- 
vaut  les  règles  générales  du  calcul  différentiel. 

Or  la  variation  J^  V  n'eft  auffi  rien  autre  chofe , 
que  Taccroiffement  que  la  même  formule  V  acquiert 
en  paflànt  de  fbn  état  primitif  a  fon  état  varié ,  qu  on 
trouve  ,  en  fubftituant  dans  cette  formule  x— i-a, 
y^^-J^fyp^^S^p^q^^J^qyr^^J^fy&c.  pour  «^/^ 
py  qy  Ty  &c.^  fubftitution  qui  donne  a  J^  fon  état  va- 
rié F^+J^Fy  de  forte  quen  retranchant  F  de  ^-f-J^T, 
il  rcfle  J^  Fy  qu'on  trouve  en  écrivant  dans  la  différen- 
tielle Mdx-^Ndy-^Pdp^^^dq^^&c.  les  varia- 
tions zéro  pour  dxy  S^y  pour  dyy  ^p  pour  dpy  i'q 
pour  dqy  (yc.  (Art.  dli^),  on  aura  donc  J^F=zNS^y 

O  o  o 


474        Elemens  du  CALerJL  Imte'g&al  ' 
-H-/»/^-+jg^J'^-i-il<^r-*-6rr., &  (paur  l'Arc DLYlli.) 


DLXIV. 


Problème  III.  Trouver  h  valeur  i^S.ZJn  de 
la  formule  in  totale  S»Zi»^  dans  laquelle  Z  eft  une 
fi>nélioo  quelconque  des  deux  variables  «,  /,  &  de 
leurs  dérivées  p^  f,  r,  f,  Û'c. ,  en  Tuppciànt  toujours 

*  Jm    ^  ^  d»    ^  dx^  dn  ' 

Solution.  Puifque  la  .variadon  JS.Zdn  e/l 
(Theor.  III.)  égale  ^  S.c  Zdxy  il  ne  s*a^t  que  de 
trouver  la  variation  ^  ZJx^  &  d'en  prendre  enfui  te 
rintégrale;  on  cherchera  donc  cTabord,  comme  dans 
le  Problème  précèdent,  la  différentielle  ^Z=Af//«-4« 
Nd/'^Pdp^^^q-^Rdr^^SJs-^&c.y  par  la  quel- 
le on  déterminera  les  valeurs  des  coefficients  M^N^ 
Pj^jR^&c.y  &  on  en  déduira  la  variation  <AZ  = 


■^  0X  J-»  V_î  J_4  ' 


dx*  d*i  Jx* 

ttiuldpliant  par  day  8c  en  intégrant  enfuite  de  coté  & 
d*autre,  on  aura  S.i'Zd)i=zS,N<t'ydm-^S,Pd,S'y'^ 

S.  è^^S.^^S,^^&c.  Or  fioa  feap 

an  dtr  iir  * 

pelle  que,   it  Zç  r  étant  deux   variables  quelconques, 
rintéjgnile   S^'ïïdrzsvr^'^S.rdTr^  &   qu'on   confideit 
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i'y  comme  une  fimple  variable,  que  nous  defignerons 
par  «5  pour  éviter  la  confiifion,  on  comprendra  facile- 
ment les  réductions  fui  vantes 


X 


S.^d» 


^.^^=^.v^-^/.4f 


S.J^fdx,^^; 

C    A^*JL C    *'''•  îttidm  dRdm  uddit 


dx*  dx*  dx*  dx*  dx^ 

S    "^^^  ^^''^-Tj,      d.iy      dK 

dx*  dx*  dx     '  dx 

«        ddR         -  a'    j        <PR 

^      dx*  -^  dxi  ' 

dxi  dx^ 


En  Êiifant  la  fomme  de  toutes  ces  valeurs,  &  joignant 
enfemble  les  termes  des  intégrales ,  qui  fe  repondent , 
on  aura 
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S,^Zdn=S.J'fdx,N'—S,J^fdit,^'^-S.J'jfdx/'^ 


S^y^p^ly^é^^dy, 


diR 


dn^ 


<r/. 


d*t  ^         d*y    dK     ,   d-tf    ddS 


dM       d. 


dx      jg% 


id.ty 

dx* 

di^ 

dit* 


dd.if     dS 
"    dx*     "^ 

d*iy     dT 

dxi  *  ''» 


dx> 


&C, 


dx* 


dr 


tTc. 


d*f      d^T 


dxi 


^&C, 


dd.if     ddT 


dx* 


&C, 


on  l,S»ZdH:=zS,i'yi'x(^N' 


dP 

X 


• 


dx 


dR 

"77 


dd 

dx* 

ddR 
dx* 

ddS 


dx*. 

dhf 

dx* 


dS 

dx 


(S^CTc) 


dx' 


d^R 


dx> 


+ 


dx* 


dxi 


&C.) 


&c.) 


&c,) 


&c.) 


Oa  a  donc  la  valeur  de  la  variation  J^Zdx  dans  la 


fuppofitîon  de  ^x  confiante.    C.  ^  F,  T, 
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DLXV. 


Corollaire  I.    La    valeur  de  la  variation 
^S.Zdn  e^  compofée  de  la  partie  intégrale  S,^jfdxX 


(^'— -T—-* — . T""**®^^*)»    ûc  dautres  parties 

abfohes^  ou  làns  intégrale,  dans  lesquelles  le  trouvent 
la   variation  fimple   ly ,   &   fes   diiFcrentielles  'tf,  «f^/ , 

DLXVI. 

Corollaire  IL  On  a  dilpofé  par  les  reduélions 
la  partie  intégrale,  de  manière  qu'elle  ne  contient  que 
la  (impie  variation  J^/,  &  quelle  ne  renfermé  aucune 
de  fes  difiérentielles .  On  verra  dans  la  fuite  que  cette 
forme  eft  très-utile  dans  Tapplication  du  calcul  des  va- 
riations . 

DLXVIL 

I 

Remarqjje.  On  peut  toujours  confiderer  Pinté- 
grale  S.Zdxy  comme  Taire  d'une  courbe,  dont  lab* 
fcifTe  eft  X,  &  l'ordonnée  perpendiculaire  Z;  &  fi  on 
fuppofe  que,  l'abfciâe  i?  demeurant  la  même,  Tordon- 
née  Z  augmenta  de  fa  variation  <f^Z,  on  aura  une 
autre  courbe,  dont  Taire  fera  S.{Z^¥S^ Z)d9Q=iS.Z dn 

\J^Zd9c^  de  forte  que  Tintégrale  S.J^Zd^ckn  Tac- 
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croiiTement  infiniment  petit,  ou  la  variation  de  Taire 
S.Zdxy  lorfque  l'ordonnée  Z  devient  panôut  Z^+J^Z; 
&  comme  I  pour  avoir  les  aires  de  ces  deux  courbes , 
qui  repondent  a  Tabicifle  m  depuis  Ton  commençemeat , 
jufqu  a  ce  qu  elle  ait  une  valeur  déterminée  a  ou  de* 
puis  9ê=0j  jufqua  xz=:ay  il  faut  prendre  les  intégra* 
les  S.ZJMy  &  S.(Z^^i-J^Z)dxy  de  manière  quelles 
s'evanoiiiflent  par  la  fubftitutioa  de  zéro  au  lieu  de  0^ 
&  trouver  enfuite  les  valeurs  qu  elles  acquièrent  par  la 
fubfUtution  de  a  pour  m;  de  même,  pour  trouver  la 
variation   de   Tintégrale   S.Zdx  depuis  if=:a,  juiqu'a 

11=4,  il  £iut  prendre  l'intégrale  S.J^/dn(^N — 4^-i- 

— ^— Ô'c.)  de  manière   quelle   s'evanouifle  par    la 

fubflitution  de  zéro  au  lieu  de  «,  &  trouver  enfuite  la 
valeur  quelle  acquiert  par  la  fubftitution  de  a  pour  h; 
après  quoy  on  trouvera  £icilement  les  valeurs  des  au- 
tres panies  abfoiues  de  la  variation  en  /  fubflituaot 
zéro  au  lieu  de  ir,  &  enfuite  a  pour  m;  car  comme 
ces  autres  parues  ne  renferment  point  d'int^racioas  a 
faire,  on  peut  faire  ces  fubftitutions  immédiatement. 

DLXVIIL 

Problème  IV«  Trouver  la  variation  i^S.Zin 
de  la  formule  intégrale  S.Zdn^  lorique  la  quantité  Z 
contient  non  feulement  les  variables  »,  /^  &  leurs  4e- 


) 
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m 

Puis  donc   que  S^S.Zda^zS.J^ZJM^  oa   auia  la  va* 
riatioa  cherché 

lS.Zdn=iS.{LànS.N'i^fdd)^S.{tdnS.rd.S<f)^S.{LdH^^^ 


Pour  délivrer  cette  formule  des  figaes  multiplia  dln^ 
tégratîon,  ruppofoQs  S.Ldxz^F^  ou  Ldx'z:zdV''^  &, 
par  ce  qu'on  a  les  égalité  fuivaotes  S^(LdiêS.N'<f'/dx) 
z=S.{dVS.N'i'ydx)^VS.lfS<fdn^S.VN'S'ydx; 
S.{LdnS.FdS<f)=zS.{dVS.PdS^y)z=S.VS.FdS'f 


'dd.iv 


S.VPdJ^f  ;    S.(LdxS.^sJ^\z=zS.(dyS. 


T^i^^^^S^^jy  ^^S-       j         t    on    trouvera 


Ces  deux  formules  étant  réduites  ^  comme  dans  le  Pro- 
blème précèdent  donneront  la  variation  cKeichée 
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"  •'         >■  ««  A»*'  J»i  él^  J 


.1 


^\  dx        J-»       j»j  y 


d*>-  dxi  di* 

dil         ddR'  J^ 

dx*  dxi 

Fddif   f  «/  dS 


d* 

tSfCs 


r^(^'— 4r-<-^^-) 


ddiy 


dx 


DLXIX 


Corollaire  I.  Les  réductions,  dont  nous  nous 
ibmmes  fervis,  pouvant  fe  trouver  aifément,  on  peut 
les  omettre  pour  exprimer  d'une  manière  plus  courte 
la  variation 

\  ^  dx  J^%  ^^J      ^  J 


Ppp 


I 


I 


I 

5".</«|(N— ^^'^)<^/-+(p— p'r)-i^-^(j^— -g;r)ii^-*.^f.' 
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Car   il  eft  évident   que  ys.N'^/dn^FS.FdJ'f'^ 

Ô**:.  ),&  que  S".  (  AT— NT)  <^/ 1/ 11-4- S-.  (P—P'r)X 
</J^/-4-S'.(jg--J^r)^-4.Ô'r.=:S'.i/«{(N— N'r)X 

DLXX. 

Corollaire  IL  Lorfqu  on  veut  avoir  la  varia* 
tioQ  i^S.Zdxy  depuis  if  =  o,  jufqua  n=^ay  on  pren- 
dra Tintégrale  S.Ldm=zV^  de  manière  quelle  s'eva* 
nouifle  par  la  fubftitution  de  zéro  au  lieu  de  x,  & 
quenfuite  cette  intégrale  V  devienne  A  par  la  fubfti- 
tution  de  a  pour  x,  &  on  pourra  écrire  A  pour  V 
dans  la  formule  qui  exprime  la  variation  J^S.Zdx^ 
lorfque  la  lettre  V  dans  cette  formule  efl  hors  du  figne 
d 'int^ratioa  5*. 

DLXXL 

Corollaire  IIL  Et  par  ce  que  les  coefficienfi 
Ly  M  y  Ny  Pj  ^y  Ô*c.  peuveut  être  regardés  comme 
des  fon6)ions  de  x,  a  caufe  qu'on  fuppofe  que  la  rela- 
tion y  OU  Tequation  primitive  entre  x  &  /  eft  donnée  ; 
l'intégrale    S.Lduy   ou  F  pourra  être  traitée  comme 
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une  quantité  confiante  A<^  après   qu'on  aura  fubftitué 

dans  V  la  confiante   a   pour   la  variable  a ,  de  forte 
que  l'intégrale   VS.lyàx(j^^ 


i¥      .    ddCf  diR' 


«'»  J«*  dxi 


Crc.)  deviendra  uiS.J'fJx(N'—^'+-^^&c.) 


zzzS.J^ydxÇN'A-^^A^^A—^c.)  ;  &  qu'- 
en   ajoutant   cette   intégrale   avec   ùl   correfpondante 


—&c,y,  lafommefera  J.«l^/</*{(iSr-i-lsr^— .NT) 
De  même,  fi  on  ajoute  la  partie  abfolue  VS^y  y^ 

i^  A-¥ (De.  )  avec  là  correfpondante  «^/  {|  (P — i*'i^) — 
^'^QçSLn^'''^^-^^-^  -(^c,\;  leur  fomme  fera 


dx  4^* 

— '^    "^  '    "^       ■ — Ô'c.  "V  .     Enfin    fi   on   fuppofe  . 

dx  ^  ^^ 

pour  abréger,  N-4-(^— r)iVr=(JV);P-4-(^— r)P' 

=  (i');J^-«-(-^— 0^=(^)  ;K^{A--V)K=^ 
(R);&c.y  on  aura  pour  la  variation  J^S.Zdat  prife 
juf^u'a  9$:=^  a  y  la  formule   fui  vante 


y 
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Oa  trouvera  la  même  choie  en  hïiuit  dans  la  formule 
du  Corollaire  I.  les  reduâions,  dont  on  s'eft  fervi  dans 
les  Problèmes  précédents. 

DLXXII. 

Corollaire  IV.  Si  la  quantité  Z  de  la  for< 
mule  propofée  S,Zdit  renferme  de  plus  une  autre  for- 
mule intégrale  Jt=zS.Z'dMy  de  forte  qu'on  ait  </Z= 

&  aufli^Z"=MV*-4.iV"<//-^P'^/»-4-<^'^^-+RVr-^ 
&€.  Si  on  fuppofe  S,Ldx  =  Fy  S.Ldxz=r^  &  de 
plus,    pour  abréger,    N—N'V'^N"F'z=(N);   P— 

p'y—rr^zip);  <^— -^r— j^'k=(j^);  r- 

il' ^— i?,T'=  (  R  )  ,    on  trouvera  la  variation 
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r5.^.(2srJ^,-.^-..£^iii^^-^ô•.) 


S,d.i{N)S^yMn^'^W'^MR)^i^'^<^'c,y 


dx^  ^      '     d*^ 

Mais  {1  on  veut  avoir  cette  variation  jufqua  x=tf, 
on  fuppofèra  qu'ayant  fubftitué  a  pour  «,  l'intégrale  V 
devienne  A^  &  l'intégrale  V:=sA\   &  ayant  fait 

(  iST) = JV-».  (^— .  r)  iV'-+  (  A'—  V)  N"  ; 
(P)  =  P^(A—V)P'-^(A'^F')P\' 

(R)=zR^(A—V)R:-+(A'-^F')R:';&c, 
On  trouvera  la  variation  cherchée 


/{(^)-^^^f^^6-> 


«<•'/  r  /  <i\     */(*) 


dd.èy 
dx 
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DLXXIII. 

Problème  V.  Trouver  la  variation  J^S^ZJx 
de  la  formule  intégrale  S.Zdxy  lorfque  la  quantité 
Z  y  outre  les  lettres  « ,  / ,  py  f ,  r ,  Û'r. ,  renferme  la 
formule  intégrale  n==S'.Z'</«,  dans  laquelle  la  quan- 
tité Z' y  outre  les  lettres  ly  / y  py  q y  r,  (ÎTc. ,  con- 
tient la  formule  intégrale  n'=S'.ZVi(,  Z'  étant  une 
fon£lion  des  feules  variables  Hy/ypy  q,  r,  &c. 

Solution  .  i  9  Puifque  Z  efl  une  fbnflion  des 
quantités  t^  y ^  p^  qy  f)  &c,y  &  de  HzrzS.Z'Jx,  Ùl 
différentielle  fera  Ltin-^-MdM^-t-Ndf-^Pdp'-i-^q 
Rdr^(yc,y    &   là  variation  J'Z^zLJ'n^NJ'/ 


LS^n^Hy  enfuppofàntH=AV/-+.^^-4.^^ii! 


(ycry  donc  IZdH^zLduS^Ti^Hdny  &  J^S.Zd» 
S.J'ZdMz^S.LdMJ^n^S.Hdx, 


2  ?  Puifque  Z'  efl;  une  fonction  des  quantités 
n',  «,/,  ^,  ^,  r,  &c,y  on  aura  d Z  =^ L d W -¥• 
M'dM-^N'dy^P'dp-^^dq^Rdr-^&c.  ;     <^Z'= 


/Z'=rJ^n'-*.H',  en  fuppofant  H'=Ar'J^>'-|.~^ 
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s,  ^  Z!d  «  =  5.  JLV  *  <r  n'  -+-  5.  ma  n  .      Donc  ,    puifque 

Mais  on  vient  de  trouver  cy-defTus  J^S.Zdx=s 
S.LdnJ^U-^S.Hdii ;  donc,  en  fubftituant  pour  <MI 
ùl  valeur,  on  aura  la  variation  cherchée  ^S^Zdnzz^ 
S,Ldx,S,i:dMJ'n''-i.S,L'dK,S,H'dM-+S,Hd)t. 

3  ?    Fuiique  Z*  eft  une  fonâion  des  feules  quaa> 
tités  >*-i  /y  py  qy  Ty  &c. y    OU    aura    dZ''=M''dM 
irdy^P'dp'¥J^dq'^Kdr^(yc,;^r^N''i^y 


fd*y        ._   itdd.*f        .      R"dU,        .    y^.      .        jvo-_„* 


«'«  dx*  dx> 

fuppo&nt     if''=  N*<^/  -+. -~:^  ^É^^-^CTc.  ; 


^i  dx 

J^Z'dx  =  H"dx;  S.J'Z"dM  =  S,irdM;  &,  par  ce  que 
n'=S.Z"d)ty  on  aura  J'n'=zJ'S.Z"dx=zS,J' Z"dMz=s 
S,  H'd  X . 

Sub(Htuant  cette  valeur  de  ^n'  dans  Tequatioa 
lS,Zdxz=iS.Ldx,S,LdxS^n'^5,i:dx.S,H'dx'-^ 
S.  Hd  M  y  qu'on  a  trouvé  cy-^eflus  ,  on  aura  la  varia- 
tion cherchée  J^S.Zdx=S,Ldx,S.L'dx,S.H"dx'+ 
S.L'dx.S.H'dx-^S.Hdx, 

4?  Maintenant  pour  délivrer  cette  fornoiule  des 
fignes  multipliés  d'intégration,  fuppoibns  d'abord  S.Ldx 
==F,  ou  Ldx^=zdV y  &  nous  aurons  S.Ldx.S.H''dx 
=zS,dF,S.H"dx=:iFS.irdx—S,yH''dxy  &  S.Ldx.X 
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S.L'dM,S,H''dx=zVS,L'JM,S,irdx'-^S,yL'dx,S.irdx; 

donc  J'S,ZdM  =  FS,L'dK,S.H''dM'^S*  VJJdMS.H'dn 
^S,L'di$,S,H'dti"*'S,Hdti, 

5?  Sappofant  encore  S»  L'd  m  ^zV  ^  <m  L'dx:= 
dV  ,   on    aura   S,L'dM.S,H'dxz=zS,dy\S,H"dxz=z 

V'S.lTdH—'S,  V'H'd»,  &  yS.tdii,S,frdx=zVr,X 
S,H'dn^VS,V'H"dx;  donc  J'S.Z dx=Vy'S,H"dx 

—  Fs,  rn'dx'-s,  y  d  r ,  s,  H'd  X --k- y  s,  H'dx-*- 

S.Hdx, 

6?  Suppofant  enfin  VdVzzzdV,  ou  S.VàV 
=  r',  on  aura  S,Fd ys.H''dx=:zS.dr.S.H'dx=z 
y  S.  H'd  X  —  S,  V"  H'd  X  ;  &  en  fubftituant  cette  valeur 
dans   la  dernière  équation,   on  aura    la  variation  cher' 

^S.V''H''dx--¥VS,H'dx~^S,Hdx^    ou  S^S.Zdx^ 

(rr^r)s,  H'dx-^  v,  s.  rH'dx-^  s.  vwd»-^ 

VS.Wdx'^S^Hdx»    En  remettant  dans  cette  formu* 
le  les  valeurs  de  H' ,  H' ,  &  H ,    on  aura 

I 

^V,S,ydx{îrs^f-^^:^^^^^^(rrc.) 

P'd.êf         Stâd.ir 


5.ri/x(isrJ^>^-4-^-t.^^^;v^6'f.) 
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DLXXIV. 

Corollaire  L  SI  on  veut  avoir  la  variation 
de  la  formule  intégrale  S.Zdx  depuis  Mz=zoy  jufqua 
K=zay  on  prendra  les  intégrales  V^zzS.Ldx  ^  V'=u 
S.Ldxy  &  P^^z^S.Udx y  de  manière  quelles  s'eva- 
Douiâent  en  faifant  x=iOy  &  quen  fuppoiant  enfuite 
x=ay  elles  deviennent  Ft=jiy  F=:^%  r'==^% 
&  on  pourra  mettre  ces  valeurs  A  y  A'  y  A'  pour  V  y 
V'y  V y  dans  la  formule  de  la  variation  que  nous  a- 
vons  trouvée^  lorfque  les  lettres  F,  ^,  i^*  font  hors 
du  figne  d'intégration  S. 

DLXXV. 

Corollaire  IL    Si  on  fuppofe,   pour  abréger, 


\ 


P'^{A--^V)r'¥{AA'—A'-^Ar'tr)F'z=z{P'); 

^^(A-'V)^-^(AA'-'A'''-Ay-i.F'')^=(^)  ; 
R^(A'^F)R'~+{AA'-^A''^AF''*-r)R''z={R)  ; 

"Lai  variation  de  la  formule  S.Zdx  jufqû'a  «=:=:tf,  fera 
s.  rf, {  (JV)  rf  jv, -V  (P)  ijit -V  (^) -^ -V (  R  ) ^-KS-f.} 
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DLXXVL 

Corollaire  III.  Si  on  fitit  les  redudioi»  com- 
me dans  les  Problèmes  précédents,  on  trouvent  pour 
U  variation  cherchée  juiqua  «=« 

DLXXVIL 

Corollaire  IV.  Puîfque  V^:=. S.VdV  ^  on 
aura  Ar^V'=iS.{A—V)Ld9c.  Car  rdn=dV ; 
par  confequcnt  5.(A'—F)L:dx=S.AdF'^S.ydV=z 
AV — V .  Ceft  pourquoy,  fi  on  fuppofe  Tintégrale . 
S.(A'-^y)L'dx=:Xj  en  prenant  cette  intégrale  de 
façon,  quelle  s'evanouifTe  lorfque  x  =  o,  &  quelle  de* 
vienne  By  lorfque  «  =  ^1,  de  forte  qu'on  ait  S.U^dn 
=  ^\  &  qu'en  fuppofant  9i=zay  V  devienne  A  ;  qu'- 
on ait  aufli  S.{^A — y)Ldx=zXy  &  qu'en  fuppofant 
if=:^,  X  devienne  =B.  Dans  ces  fuppofitions  les 
valeurs  marquées  dans  le  Corollaire  IL  deviendrcKit 
telles  qu'on  les  trouve  cy-<leflbus 
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jv_4- (  ^_  r)  jsr- 

^(B--X)N"= 

=(jsr) 

P-+.(^— r)P'. 

».(.B  — X)i»''=: 

=(^) 

^-♦•(^-n^- 

<-(B-.X)^= 

=(«.) 

R^(A'-F)R'' 

*-(B— X)R''= 

=(/i); 

Car  il  eft  évident  dans  les  fuppofitions  ^u'oo  vient  de 
faire,  que  ^^'—^"=5,  &  que  Ay—V^X^ 
&  par  confequent  que  A  A' — A" — jiV'~^  r*=:B— X. 

DLXXVIII. 

Lemme.  L*equation  différentielle  dZz=:Z irdii 
"^rduy  dans  laquelle  -jt  8c  r  font  des  quantités  quel- 
conques confiantes  ou  variables,  a  pour  intégrale  Tequa* 

tion  Z  =  /''''''X  S.e^^'^^'^'rduy  ^  étant  le  nombre, 
dont  le  logarithme  eil  l'unité. 

Car  cette  dernière  équation  étant  divifée  par 
/•*^'  devient  Z(?-^-'^'=S'-i?-^-'^'t^,.,  &  en  dif- 
férentiant  celle-cy,  on  a  ^Z^~^*^'— Z^^*^''^'^//;* 
z=ze~^'''^'rduy  équation  différentielle  propofée. 

DLXXIX. 

Problème  VL  Trouver  la  variation  cf^çrrr 
i'S.Zdn  de  la  formule  intégrale  (pzzzS.Z dx y  dans 
laquelle  la  quantité*  Z,  outre  les  lettres  «,/,/>>  ^5 
Vy  &c.  contient  Tintégrale  même  9» 


/ 
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Solution.  Puifque  Z  eft  une  foa£lioa  des  quan- 
tités 9,  «,  r«  p,  a  y  r,  <yc.^  £i  diffîrendelle  fera  i/Z 


&  (à  variation  J^Z=L<<^y-<-JSrJ^»-*-~^-4.^^^-V 
■Hr       *^  ■  I  <S?V. ;  par  confequent  S'Zi*'=^'Làn^^ 
HdM.tn  fuppofant  HnsArJ^^-hi^T^-^^^^ 


S,Hd:t,  Donc  en  fuppofant  /çrsx,  on  aura  2  = 
S»L%dK'+S,HdM ,  d où  Ton  tire ,  en  différentiant , 
dz=L%dit-^HdMj  Se  y  en  intégrant   (par  le  Lem- 

me  précèdent),  «  =  /'^^*X  ^.*""^*^''H</«.  Donc, 
fi  on  fuppofe  S.Ldx=:y,  on  aura  la  variation  cher- 
chée J'S.ZdM=J^<p=^»=z/ S.e—''Hdx=e'  X 
S.c''''dx(NJ^f^l^'^^^^^<7c.).    Si  on 

veut  avoir  cette  variation  depuis  x  =  o,  jufqu'a  x=:/r, 
on  cherchera  la   valeur  A  de  l'intégrale    V^zzS.Ld» 

dans  cette  fuppofirion,  &  ayant  fait  e^^^ N=i{N) ; 

c^-'-p^iP);  /-^j^==(^;  /-^ll  =  (R); 
C2rr.  y  on  trouvera  par  les  reduRions  faites  comme  dans 
les  Problèmes  précédents,  la  formule  fuivante 
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a* 


dd(R) 


dx* 


dx^ 


4PJ 

dx* 


d.if 

dx 


dd 


''C  «  )  ^j^Cli 


dx 


d{S) 


dx" 


Ô-c} 


ev.} 


D  L  X  X  X. 

Corollaire.  Si  on  a  Tequation  différentielle 
d(l>=zZdxy  &  queZ  contienne  Tin tégrale  9  =  S.Z^^, 
&  de  plus  les  lettres  «» ,  / ,  /> ,  ^ ,  r ,  &c. ,  on  pourra 
trouver  par  ce  Problème  la  variation    S^<f=zi'  S.Zdsc. 

DLXXI. 

Problème  VIL  Trouver  la  variation  «^  5*.  Z // x  = 
S'<p  de  la  formule  intégrale  (fiz=zS.Zdx^  dans  laquelle 
la  quantité  Z  renferme  non  feulement  les  lettres  ^,  /, 
p  ^  q  ^  ry  &c. ,  &  rintégrale  même  9 ,  mais  de  plus 
une  autre  formule  intégrale  UzzzS.Z'dxy  Z'  ne  conte- 
nant   que  les  quantités  *,/)  py  q^  ty  (^c. 

Solution.  Puifque  Z  eft  une  fonftîon  des  quan- 
tités  9,  IIj  ^  y  y  y  p  y  qy  ^>  ^^»  >  Et  différentielle  fera 


<ST.} 


Z. 
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-^Rdr-^&c,  &  ù,  variation    J^ Z z=: K S' <p "*- L d n 

De  même,  puifque  Z'  eft  me  fooéliou  des  quan- 
tités «,  /,  ^,  f ,  r.  Cf.  feulement,  on  aura  dZ=. 
M'd:t^N'd/'^P'dp-^^dq^R:dr-*.&c,j  J^Z=z 

^'/-■^-^^-•^ -6-.  =  HV  &  par 
ce  que  n=iS,Z'dx  ,  on  aura  J^n=^S.Z'dx== 
S.J'Zdx;  par  confequent  ^"  —  ^.dtCN'^j-    \  ^^*' 

^ j;j:~    '      ^  /  -^  KJ'c,  j  ^=:  s,  ff  d  X  .      SuppofoDs 

&  LS^n-^H^u;  &  par  ce  que  J^9=5'./Z</*=i, 
on   aura    S'Zdx^zdx  ;  i^Z=z^z=zK%^u  ;  par 

confequent  dx^^xKdx-^udx ,  d'où  l'on  tire  (par 
le  Lemme  précèdent)  «=/'^*''5.«^^-*''*«</M=rJ^ç. 
Or  udx=:zLdMJ^n^HdM=zLdxS.H'dx'-¥Hdx;&m 
fuppofant  S,KdM=zV^  onsMTàt~^''^''*udx=e~^X 
LdxS,H'dx'-^c~^Hdx,   &,   en    intégrant    de   part 

5:  d'autre,  S.c-^''^'''udx=:S,c-^LdxS.  H'dx^ 
S.-^Hdx, 
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Soit  S^e^'^Ldx^zr^   o\x  r'^Ldxz=zdV';   & 

I 

Hd»^V'S.H'd*'^S,rii;dx-^S,r'''Hdx  ;    donc 
k  variation  cherchée   J^  9  =  J^  5.  Z </»==«  =  /•*''' v 

5".*""    H</»;   en  remettant  dans  cette  formule  hts  va- 
leurs de  if'  &  de  //,  on  aura 

Si  on  veut  avoir  cette  variation  depuis  «  =  0 ,  jufqu*a 
x-^za,  on  cherchera  la  valeur  A  de  l'intégrale  F,  & 
la  valeur  -</'  de  l'intégrale  y  dans  cette  fuppofition;. 
enfuite  ou  fera,  pour  abréger, 

-  r  )  N':=z  (  N) 
-r)P'  =  (p) 

-r')R'=r(R) 


if- 
c 

'^isr^ 

./(^' 

/- 

■^P-4 

-^^(^ 

-^^ 

-/(^' 

/- 

•''it-t 

•tf^C^'' 

&c. 

' 
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Et,  en  faifant  les  reduélions,   comme  dans  les  Proble« 
mes  précédents ,  on  aura  la  variation  cherchée ,  jufqua 


J^S.Zds=iS.iixJ</^(N) 


/{(^)-^-^-M 


d.iy     Ç  /  ri\         «/(*) 


ii{(^)-^-^6--} 


DLXXXII. 

Corollaire»    Si  on  a  l'équation   différentielle 
d<pr=zZd9Qy  &  que  Z  foit  une  fonction  des  quantités 

9y      l^J     9$y    f   y     pj      qy      Tj     Cf'C.    y         8C         Ii'=ZZdXy         Z         Vit 

contenant   que   Ifes   lettres   ^^  y j  p^  q y  ^  j  ^c.    On 
pourra  trouver  par  ce  Problème  la  variation  J^<p. 

DLXXXIII. 

Problème  VIIL  Trouver  la  variation  ^S.ZJm 
£=J^9  de  la  formule  intégrale  S.Zdtc^ii^tpy  dans  laquel- 
le la  quantité  Z  renferme ,  outre  les  lettres  Xy  fy  py 
qy  Ty  &c.  la  formule  intégrale  TlzzzS.Zdny  &  Z  con- 
tient encore,  outre  les  lettres  i», /,  *p,  qy  r,  &c.  la 
formule  intégrale  TlzzzS.Zd^.  Solu- 
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Solution.  Piûrque  Z  efl;  une  foa£lion  des  quan- 
tités II,  ttyyyp^  q^  ty  ^c, ,  {%  ctîffêreDtkUe  kxz  dZ 

&  fa  variation  J*Z=L/n-»-2tf'J^/-4-.^4^-+^i^ 
*      '^-*-Ô'c.=LJ^n-».H ;  par coufequent lZdx^=i 


L^'nd»~¥Hdit,  &  la  variation  cherchée  i^^z=iS,i'Zdn 
z=zS,Ld»S^n^S.Hdx. 


De  même,  puiique  Z'  eft  encore  une  fbnflion 
de  n,  «,  ^,  ^,  ^,  r,  ^c. ,  &  différentielle  fera  dZ' 
=Ldn^M'dx-hN'dj(-+P'dp'+^dq'^R'dr^ 

&c,,  &  fa  variation  J^Z^L'J'U-i-N'J'/^  ^^^ 

dx^  dx^  ' 


\ 


tdxJ^n^H'dx;  <^n=S.L'</*J^n-h5.H'</*,  par 
ce  que  n  =  5.Z'</*,  &  i^nz^S.lZdK,  Supposant 
prefèntement  «M1==S.<^Zi«r=x ,   on  aura,  en  diffé* 

rentiant,    <^ZV*=</«  ,    J^Z'=^=L'J^n-|.H'; 


dz=:L'dxin-^H'dx  ,     ou     d%:=2%tdx-¥H'dx , 
Donc,  en  intégrant  comme  dans  les  deux  Problèmes 


S.Ldxf    — S.Ldx 


précédents,    on   aura    »=ze^''''"'S.e''^'^'*'H'dx,  ou 

i^n=zz=:z/S,e~^H'dxy  en  faifant  S.L'dx=zK 

R  r  r 
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Puis  donc  qu'on  a  trouvé  cy-deflus  /'çzr 
S,Ldii^n'-¥S.Hdiiy  on  aura  J^<p=zS,e^  LdnX 
S^f'^H'dM^S.Hdm,  Si  on  fuppofe  e^Ld»=zdV\ 
ou  5.r  l,dn:=sV  y  on  aura  la  variation  cherdiée 
J^<f=zS,dF'SsC^^H'dii~i.S,HdM=VS,ç-^H'dit  — 

S.  Ve~'   H'dx"¥S»HdM  ,    en    remettant    dans    cette 
formule   les  valeurs  de  H'   &  de  H,   on  aura 

i^z=,i<sa4n;==rs.e'''dx(ir^f^i:^^£^^^ju^ 

Si  on   veut  avoir  cette   variation  depuis    x=0  9 

jufqua  >«î  =  tf,  on   prendra   Tintégrale   S.e^ Ldxz=zA; 
dans  cette  fuppofition  on  fera,  pour  abréger, 

(^-r)r=(p); 

Et  en  faifànt  la  redu6lion,  comme  dans  les  Problèmes 
précédents ,  on  aura  la  variation  cherchée 


N-^e" 

-V 

p^r 

-V 

^•^r 

-V 
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,S,ZJ.^S.d.^^{iN)^i^^^^^^&c,  } 


ax 


à* 


ii{{R)-ô-..} 


s 


DLXXXIV, 


Corollaire  général  •  Donc ,  quelque  for- 
mule intégrale  (f>=^S.Z dx^  quon  propofe  fa  variatioD 
depuis  x'=zo^  jufqu'a  xz^zay  fera  toujours  exprimée 
de  la  manière  fuivante 


dit 


{(^)_i.Ç£l_^HI_eir4 


^^{(R)_4£I-.Cr.} 


d 

<Stc, 


^{(s)-ô-.} 
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£a  prenant  dn  confiante ,  &  ei  déterminant  les  va< 
leurs  des  lettres  «n  parenthcfcs  (iV),  {P)y  (j^),  (R)^ 
{S) y  Cfc.  comme  dans  les  Problèmes  précédents. 

On  voit  de  plus,  par  tout  ce  que  nous  avons 
dit  y  qu  on  peut  tou^urs  trouver  par  le  calcul  différen- 
tiel la  variation  d'une  quantité  compofée,  comme  oa 
voudra  des  formules  intégrales^  5c  des  formules  abfo- 
lues  y  ou  (ans  intégrales  »  Par  exemple ,  fi  la  quantité 
Vy  dont  on  veut  trouver  la  variation,  contient  les 
formules  intégrales  quelconques  ^=zS.Zdx  y  ç'=: 
S.Z'dn  ,  (f>'=:S.Z''dxy  &c.y  en  dîfFérentiant  a  lordi- 
naire,  on  aura  dV=:Kd(f'^K'di-\-K''d^"-¥<7c.y 
fa  variation  fera  <f^  r=Xc^ç-4.K'j>'-*.iCV9'-4-Crf. 
2c  on  trouvera  par  les  règles  précédentes  les  variations 
paniculieres  4^9,  J^ç',  ^^^  y  (^c  II  eft  encore  évi- 
dent que  la  variation  ^  V  fera  toujours  exprimée  par 
la  formule  fuîvante    i'V=.'S.{A)dn3'y'-¥{B)^j 


<yu^  dans  laquelle  (^),  (5), 

(C),  (D),  dfc.  fonc  des  fondions  qu'on  pourra  trou- 
ver par  les  règles ,  quon  a  établies  cy-^efius. 
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ARTICLE    SECOND. 

Dt  fapflicMtim  du  CJai  Jts  Farûtious 
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DLXXXVI. 

On  peut  refondre  le  Problème  dîreft  par  les  re- 
gles  du  calcul  des  variati(ms,  que  nous  avons  établies 
dans  l'Article  L,  car  on  trouvera  par  ces  régies  la  va- 
riation   i^V=:S.{A)dHi'y^{B)i'f^{C)^^^ 

(D)^^4^-4-Û'r*.   &  en  fubAîtiiant  dans  cette  forma- 

le  la  valeur  de  la  variation  ^/  trouvée  par  la  relation 
donnée  ^{E)^  on  aura  la  variation  cherchée  ^V.  II 
&ut  feulement  remarquer  que  les  différentielles  de  tous 

les  ordres    <//,  ^^/>   ^/>  (yc.  ^   &   leurs    puii&Qces 

quelconques  ^/*,  ddy  ^  à  y  j&c.y  dy\  ddy  ,  d^y  ^ 
(Te.  peuvent  toujours  être  exprimées  par  les  lettres 
P^  ^9  r,  s  y  &C.J  &  par  les  puiflânces  de  la  différen- 
tielle confiante  d$9.   Car  dy^i^^dn^  ddy=dpdx^=:^ 

qdn\    éty^dqd^z^Tdn\  <!Tc.  ^    dy^:=zp^d^  y 

dy^^^p^dn^y  (STc,  dâ/  z=zq*dti\  Ô^c;  cette  remar- 
que eft  fouvent  neceflkire  pour  rappeller  une  formule 
donnée  a  lexprelTioa  S,Zdii,  dont  nous  nous  ibmmes 
fervis  dans  l'Article  L.    Suppofé,  par  exemple,  qu'on 

ait  la  formule    r=:  5".  fiïZ±£Z ,  &  qu'on  veiiille  la 
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50Î 
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DLXXXVIIL 

Si  V  eft  une  fonflloa  quelconque  compol^e  de  b 
ieule  variable  %,  &  de  confiantes^  &  qu^on  veiiitk 
trouver  la  valeur,  qu'on  doit  donner  2  %,  pour  rendre 
cette  fonAion  V  la  plus  grande ,  ou  la  plus  petite  pof^ 
fible,  on  démontre  dans  les  elemens  ordinaires  de  la 
méthode  de  Maximis  8c  Minimisy  qu'on  n'a  qu'a  pren* 
dre  la  difTérentielle  dV^  ou  la  variation  quelconc^ue 
infiniment  petite  <AF,  faire  dVy  ou  S'V^zo^  &  déter- 
miner par  cette  équation  la  valeur  de  se;  d'où  îl  fuit 
que,  fi  la  formule  V  eft  une  fonction  compofée  d au- 
tant de  variables,  qu'on  voudra  «,  ^y  fy  ^9  ^^«^  ^^ 
en  trouvera  toujours  le  Maximum^  ou  le  Minimum^  ea 
faifânt  l'opération  que  nous  venons  de  dire  pour  cha- 
que variable  en  particulier,  toutes  les  autres  variables 
étant  regardées  comme  conftantes  •  Car  chacune  de  ces 
opérations  donnera  une  équation  entre  les  variables  k 
les  conftantes;  on  trouvera  autant  d'équations,  qu'il  y 
a  de  variables  dans  F,  &  on  en  déterminera  les  va- 
leurs par  la  comparaison  des  équations. 

De  même  (î  on  propofe  une  foniSion  V  corapofec 
de  conftantes  &  des  deux  variables  «  &  / ,  &  qu  on 
demande  la  valeur  qu'il  faut  donner  a  la  variable  u 
pour  qu'après  la  fubftitution  d'une  quantité  donnée  â 
au  lieu  de  h  dans  cette  fon£lion  ^,  elle  devienne  ua 

Mm- 
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maximum  y  ou  un  Minimum  y  on  naura  qua  d'abord 
fubflituer  dans  /^  la  quantité  a    pour  x;   ce  qui  rendra 

V  une  fonction  de  la  variable  / ,  &  de  confiantes , 
dont  on  trouvera  le  Maximum  y  ou  le  Minimum  par 
Tequation  dVy  ou  J^P^z=;oy  comme  dans  le  premier 
cas;  pourvu  neantmoins  que  F  foit  une  fonftion  déve- 
loppée de  M  &  de  /,  dans  laquelle  on  puifTe  fubdituer 
a6luellement  la  confiante  a  pour  la  variable  x. 

DLXXXIX. 

Mais  (î  dans  cette   dernière   équation  la  quantité 

V  n'eft  pas  une  fonélion  développée  de  Xy  &  de  /  : 
par  exemple,  fi  cefl  une  intégrale  S.Zdxy  dans  la- 
quelle  Z  efl  une  fon£tion  quelconque  de  m  &  de  /,  la 
queflion  efl  d'un  autre  genre,  &  a  befoin  d'une  me* 
thode  bien  différente  de  la  première,  pour  être  refo- 
lue.  Alors  on  ne  peut  pas  fubflituer  a  dans  la  différen- 
tielle Z4^^  niais  il  faudroit  d'abord  prendre  l'intégrale 
S.Zdxy  en  fuppofant  m  &/  variables,  &  fubflituer 
enfuite  dans  cette  intégrale  la  confiante  a  au  lieu  de 
Xy  par  ce  que  la  valeur  de  cette  intégrale  dépend  de 
la  relation  entre  ces  deux  variables ,  &  que  cette  va- 
leur même,  après  la  fubflitution  de  a  pour  x,  change, 
lorfque  la  relation  entre  x  8c  /  vient  a  changer.  Dans 
ce  cas  on  peut  propofer  ainfi  le  Problème:  fuppofë 
qu'on    doive    prendre   l'intégrale    S.Zdxy   de   manière 

Sss 
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quelle  s*e vanouifTe ,  lorfque  ^=o,  &  quelle  ait  une 
valeur  quelconque^  que  nous  defignercHis  par  H^  après 
quon  aura  fubfHcue  la  confiante  a  au  lieu  de  «,  on 
demande  quelle  doit  être  la  relation,  ou  Tequation  en- 
tre les  deux  variables  m  8c  /y  pour  que  ia  quantité  H 
Toit  un  MaM^mum  ou  un.  Minimum^ 

Pour  refoudre  et  Problème ,  nous  fuppoferons 
d'abord,  comme  on  a  coutume  de  faire  dans  Tanalife, 
que  la  relation,  ou  l'équation,  quon  cherche  entre 
10  &  /,  e(l  déjà  trouvée,  de  forte  que,  quelque  valeur 
déterminée  quon  prenne  pour  «?,  on  ait  au  nK>yen  de 
cette  équation  la  valeur  déterminée  de  /,  &  par  confe- 
quent  celle  de  Z  fonftion  de  x  &  de  /,  &  pour  rendre 
la  chofe  plus  claire,  foit^fi  (^^^^^40  ^"^  ^^Spc  droite 
c=r/i^  autour  de  laquelle  oo  fuppofe  décrites  deux  cour- 
bes FNEy  GMCy  telles  qu  ayant  mené  la  ligne  NM 
perpendiculaire  a  ^£  au  point  P,  labfciffe  commune 
AP  foit  =:x^  l'ordonnée  PN=z/y  &  l'ordonnée  cor- 
refpondante  PM=zZs  II  eft  «vident  qu'ayant  pris 
Pp  pour  JêCy  on  aura  Z dnzzzPMM'p^  &  S.Zdn 
=  l'aire  AGMP^  qui  s^evanoiiit  lorfque  x=:o,  & 
devient  A  G  MC  B ,  lorfque  m=za  ;  par  confequent 
cette  aire  AGMCB  fera  ia  quantité  defignée  par  H, 
qui  doit  être  un  Maximum^  ou  un  Minimum ^    &  dont 
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la  variatiotii  J^H  fera  nulle  par  le  principe  gênerai   de 
la  méthode  de  MaMmis   8c  Minimisa    Suppofons   pre- 
fentenient   que  chaque  ordonnée  PNy  où  f  reçoive 
une  varîati(xr  quelconque   JV»=rJ^/y   &   qù'erf  coofe*^ 
queace  Fordonnie  correfpondaote  FM  reçoive  la  varia-^ 
tion  Mm:=i^ Z ;   il  eft  clair  que  Taire  MmrdMzzz^ 
^Zd»  Çkn  la  variation  de  Taire  PMMpy  que  Taire 
CgmM  fomme  des  eiemens^  MmniM y  qu on)  exprinie 
par  S^i'Zdp^  fera  la  variatioiï  de  Taire  AGMFy  Se 
que'  Taire    GgmcCMG    fera   la  variatloni  de   Taittr 
AGMCB  prife   depuis  ïa  première  ordonnée  AGy 
Jufqua    la   dernière  EC y  ou;  depuiS'   M^=a'y    jufquà; 
jfrrr//..    H  faudra  donc  que  cette  aire  GgmcCz=^é^I£ 
devienne  nulle,  quelles  que  foienr  les  variations   S^y 
des  ordonnées?  /.    Or  ces'  variations  font  arbitraires^ 
&  îadependiantes;  les  unes   des  autres ^  de  forte  qui! 
si'eil:  pas  neceifaire  de  donner  des  variations  a   toutes 
les  ordonnées,    &  qu'on  peut    (uppofer  qu'elles    font 
toutes  nulles  y  excepté  celle  des  ordonnées  qui  font  fur 
la  ligne  infiniment  petite  Pp;  &  alors  Taire  GgmcCy 
ou?  la  fomme  des  éléments  MmmM'   fe  reduîVa  a  cet 
clément  (eul^  &  fera  <AZ^/*=:J^H,     Donc   lorfque  H 
fera  un  Maximum  y  ou   un  Mhimmny  on  aura  S'Zim 
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DXCL 

V  Cette  réflexion  fuffit  pour  refoudre  le  Problème 
propofé,  lorfque  la  quantité  Z  dans  la  formule  inté- 
grale S.Zàn  eft  une  feu£Uon  quelconque  des  deux  va- 
riables finies  u  ic  y.  Car  dans  ces  cas  on  aura  la 
difTérentielle  1/  Z  ==  Mi  n  -*-  Hdy  ;  par  confequen t  la 
variation  /Z  =  iV<^V>  &  l'élément  éZân^z^îiâni'y 
=0,  quelque  foit  la  variation  i'y.  Or  cette  varia- 
tion //  étant  entièrement  arbitraire^  on  ne  peut  avoir 
dans  tous  les  cas  NdHi'y^io  ^  a  moins  que  N  ne 
foit  zzzo.  On  aura  donc  N'=zo  pour  toutes  les  va- 
leurs de  ;»9  &  on  déterminera  par  cette  équation  la 
relation  cherchée  entre  n  Si  /j  ou  lequation  a  la 
courbe  F  NE. 

Exemple*    Soit  la  formule  propofée   S.Zdx:=^ 
5.dx(^bb^nxy^jL^;    d'où  Ton   tire   Z  =  ^*-% 

if^/-*--ÎL-,  dZ^=Mdn^hNdy^=-^nydH-^nxdy 
12— L^   &   N=— »^-4-^^*    Donc,    en  ÉdfaDt 


.% 


N=zoj   on  aura  — ii^.-4.JLi-=o,  & ==/   ,  e- 


/ 


quation  cherchée  a  la  courbe  F  NE  y  qui  fera  une  pa-* 
rabole  ordinaire,  dont  le  paramètre  eft  ~,  l'axe  jiB, 
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8c    le   fommet    en   A.    Si   on   fuppofe  ^:=:f^   on 

»=-^,  on  2xmL  f=^f*  M*  ;  f^^zf^  x^  ;  Z  =  i^  — 


il  IL 
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nxy^j^-^^zzzbb-^^  ^      *    ;  Z^x=:^^^jtf 


i   5 


&  S.Zdn:=ibbit  —  JLl_L- ^  intégrale  qui   s*evanouit, 

lorique  :9:=:o^    &  qui  eft  un  Maximum^  ou   un   M#;9Î» 
mum^  quelque  confiante  a  quon  y  fubflitue  pour  9». 

DXCII. 

Si  la  quantité  Z  dans  la  formule  S.Zdtc  contient 
arec  les  variables  «  &  /  leurs  différentielles  quelcon- 
ques, ou  les  rapports  de  ces  différentielles  exprimés  par 
les  lettres  py  q^  ry  Sy  &c.y  de  forte  que  Ton  ait  dZ 
^i^Mdx-^Ndf^Pdp-^^dq^Rdr^-^&c.  y  on 
trouvera  par  le  Probl.  III.  de  TArt.  L 

JP        ddo        d^R 


lS.Zdx==zS.dxJ'^CN-^A^^^'^'^^&c^^ 

-*■  ^/  C-^^^-^'-) =  w  '/ 

^(^47-^«2r<..) =  (C)^ 

i^(R—&c.) : =3  (o)-vt^ 
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(D) — ^-4-Ô'f^   variatioa  quil  dut  prendre  depuis  le 


commencement  de  nrzz^o  j  jufc^uaa  terme  de  K^=aj 
pour  qu^elle  devienne  égale  a  i^Hy  variatioa  de  Faire 
AGCB=:zH=.  Tintégrale  S.Zdsê  prife  depuis:  A 
jufqu  a  B  ^  ou  depuis  » = a  jufqu  a;  # = ^  «  Or  pour 
que  cette  intégrale  foit  u»  Mammumy  ou  un  Minimum 
il  faut  par  le  principe  gênerai  de  ta  méthode  de  Maxi^ 
mis  &  Minimisy  que  fa  variatioa  J^  H  foit  toujours 
nulle  y  quelque  foient  les  variation?  i"/^ .  quand  bien 
même  on  ne  feroic  varier  que  Tordoanée  PNy  qui  re^ 
pond  a  Tabicifle  AF:=^h  moindre  que  AB^=a^  8c 
c*eft  par  cette  égalité  ^H=20^  qubn;  trouve  la  rela* 
tion  cherchée  entre  »  8c  /  y  où  1  equatîoa  a  la  courbe 
F  NE  ceft  ce  que  nous  allons  expliquer  «. 

U  faut  d  abord  remarquer  que  la  formule  51  (^X 

d»j^j^^(B)i^j.^(C)'^MD)i^^Crc,^  qui 

exprime  la  variatioa  S^S.Zdxy  eft:  compofée  de  deux; 
membres  dont  le  premier  S.{A)dxJ^/  tîi  fous  le  (igne 

dlntégratioo ,  &  Tautre  (B)-^/-^C)^-^(Z>)llii 


&c.  ne  contient  que  des  parties  abfiluesy  oa  qui  ne 
font  pas  fous  le  figne  5..  Il  faut  reniarquer  en  (econd 
lieu  que  y  pour  avoir  toute  la  variation  S"  Hy  oa  doit 
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fuppoièr  x:rzM  dans  la  formule  «itîere  S.{A)d^S'y^^ 
iB)J'f^iCy^^{D)i^--^&c.;    ce  qu'on   peut 


exécuter  aftuellement  dans  le  fécond  membre  <3e  cette 
formule,  en  y  fubftituant  partout  la  confiante  donnée 
a  au  lieu  de  j»,  &  après  cette  fubfHtutîon  J^^  defigne- 
ra  dans  ce  fécond  membre  la  variation  de  la  dernière 
ordonnée  /  =  5C,  qui  repond  a  rabfcifle  AB:=^a;  & 
comme  cette  variation  eft  tout  a  fait  arbitraire,  & 
quelle  ne  dépend  point  des  variations  précédentes^  il 
eft  évident  quon  peut  la  fuppofer  égale  a  zéro;  ce  qui 
fera  evanoiiîr  tout  le  fécond  membre,  dont  tous  les 
termes  font  multipliés  par  S^y-zzio^  ou  par  àS^y=zo^ 
ou  par  ddJ'y=zo^  (S'cr^  il  ne  reftera  donc  plus  que  le 
premier  membre  S.[A)  dxi'y  ^  quil  faudra  égaler  a 
zéro,  pour  avoir  toute  la  variation  J'H=:o.  Or  ce 
premier  membre  renferme  toutes  les  variations  qu'on 
attribue  a  toutes  les  ordonnées  précédentes  /^  puifqu  il 
contient  la  foqime  de  tous  les  elemens  {A)dxSy^  qui 
naîffent  de  la  varia^tion  de  chaque  ordonnée  /,  dont 
rabfcifle  eft  sr,  dt  forte  que,  fi  Ton  fuppofe  quil  ny 
ait  qu  une  ordonnée  /  correfpondante  a  rabfcifle  x ,  qui 
varie,  le  premier  membre  S.{A)dxJ^/  fe  réduira  au 
fèul  élément  (A)dxS'y.  Mais  fi  on  fuppofe  de  plus 
que  Fordonnée  fuivante  /',  qui  repond  a  Tabfcifle  x-+- 
dxy  reçoiye  une  variation  quelconque  J^/\  Bc  qu'ayant 
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mis  dans  la  fonftion  (A)  rabfciffe  x-*-^x,  pour  Xj 
cette  fonRion  devienne  (^')>  on  aura  le  membre  in- 
tégral S.{A)dHS'jf  =  {A)dni^y^{A')d^S^/,  & 
de  même,  fi  on  fuppofe  que  lès  ordonnées  /",/'*, 
(yc.^  qui  repondent  aux  abfcifTes  «r— H2^x,  x-^^dxy 
&c.y  reçoivent  les  variations  J^y^  ^/"'j  ^^•i  ^^ 
membre   intégral   S.{A)dx^f   équivaudra   a    la  fuite 

(A)dMJ^f^(A')dMJ^y^(A')dMJ</^(A''')X 
Jif<^y-*-Ô'Ct,  quon  peut  concevoir  continuée  d'un 
coté  jufquau  commencement  de  ;ir=:a,  &  de  lautre 
côté,  jufquau  terme  de  9Ê=za.  Donc  quoique  la  va- 
riation ^H  foit  reftrainte  au  terme  de  «==4,  neant- 
moins  elle  comprend  toutes  les  variations  intermé- 
diaires a  caufe  du  membre  intégral  S.  (A)dx^f  ^ 
&  puiique  la  folution  du  Problème  exige  que  le  mem- 
bre intégral  foit  égale  a  zéro,  on  aura  aufli  la  fuite 
(A)dxJ^f^(A')dxJ^y^(A')d^J^/^{A'')dxJ</ 
^+.eîrr.  =  o*  Or  les  variations  J^/,  c^/,  J^/^  J^/y 
CTc.  étant  toutes  arbitraires,  &  indépendantes  les  unes 
des  autres,  cette  fuite  ne  peut  être  égale  a  zéro,  a 
moins  que  chacune  de  fes  parties  ne  s'evanoiîiiTe ,  k 
qu'on  n'ait  par  confequent  toutes  les  équations  particu- 
lières (A)dxJ'f  =  Oy  {A')dnS<y=Oy  {A'')dx^f 
^zOydyc.y  Icfquelles  font  toutes  renfermées  dans  la  feu- 
le équation  indéfinie  (A)dx^jf=zoy  de  forte  que, 
quelque  valeur  qu'on  donne  a  l'abfciffe  ir,  &  a  la  va- 
riation 
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riation  S'y  de  l'ordonnée  / ,  qui  repond  a  cette  abfcif- 
fe,  il  faut  toujours  qu'on  ait  Tequation  (A)dxJ^/=zo*^ 
ce  qui  ne  peut  être  a  moins  que  la  fonélion  (A)  ne 
foie  =0y  ce  fera  donc  par  cette  équation  {A)  =10^  qu'- 
on trouvera  la  relation  cherchée,  entre  x  &  /,  ou  le- 
quation  a  la  courbe    F  NE.     Dans    le  cas  propofé    on 

a   la  fonaion    (^)  =  A^-^4^-^±if  _  4^.«+.eîrr. 

Donc  dans  ce  même  cas  poàr  trouver  la  relation  entre 
X  8c/y  qui  rendra  l'intégrale  H=zS.Z  Jx  un  Maximum , 

ou   un    Minimum  y   il   faudra  faire   N ' ^ 


•^  -+  (iXc.  =  e> ,    &  ^refoudre  cette  équation  • 

DXCIIL 
Exemple.    Soit  la  formule  propofée    S.Zdx:=^ 
S. p^-^.     En  faifànt  ^  =:•—-,  ou  pdx'=^dy  ^  00 


aura 


Donc     dZ=Mdx^Ndy-^Pdp=z=^^JLlŒ^ 
^^^  d'où  l'on  tire  M=o,  Ar=— il^, 

T  t  t 
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jp 


donc  d abord  faire  N—^'j^:=^o   pour  avoir  la  relatioa 

cherchée  entre  m  y  &  />  où  l'équation  a  b  courbe 
F  NE  y  qui  fera  une  équation  différentielle  du  fécond 
ordre,  qu'il  faudra  intégrer  deux  fois  fucceffivement 
pour  la  réduire  a  une  équation  finie  entre  n  fc  y.  La 
première  intégration  fe  fera  aifément  de  cette  manière, 


dP 


puifque  N ji^=zOy  on  aura  NJx=zdP;  Npdxziz 

pdPySc  NJ/=zpdPy  acaufede />i«=^/.  Or  pqifque 
M=o,&que^Z=:M^;ff-i-iV^/-|.P^/>,  onaura^Z= 
JV^/-H-P^/>=/>i/P-+P^^,&,  en  intégrant,  Z=:?p 

— i-C  quantité  confiante.  Donc  puifque  Zz=z.  '"^^  ^ 
&que  P  =  -7=s5,  on  aura  — ~r-  =  -^— li — - 


1  ^    -  ï 


en    fuppofant    C  =  — ,    on    aura    7  =  /(i-h/>j>)  > 

tŒzEU.    &    ^«=-7=5^^=,    équation    difFérentielle 

du  premier  ordre,  qui  renferme  une  confiante  arbitrai- 
re h. 


f 
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Pour   iatégrer  encore   cette  équation,   ou   remâr- 


jrJ/      _      î-*^/ 


quera    que    la    différentielle      . — - 


y --y  y       i^bv— 


y— y  y 


i.vby — yy^   &   que        *  eft   la   différentielle 

d'un  arc  de  cercle ,  dont  le  rayon  efl  —  ^ ,  &  le  fïnus 


*^by — yy^  de  forte  que,  fi  on  defîgne  cet  arc  par  a, 

on  aura  Tintégrale  a?  =:  a  -—  *^  by  — //  -+-  c  confiante  ar- 
bitraire. On  peut,  fi  Ton  veut,  réduire  l'arc  a  a  celui 
d'un  cercle,  dont  le  rayon  efl  Tunité;  car  fi  Ton 
prend    dans   ce  cercle   l'arc  /S  femblable  a  lare  ^r^  on 

aura  «  =  — ^/3,    &  Tequation  deviendra  9c=z  —  bfi  — 


vby — //-+r,   qui  renferme   deux  confiantes  ^  &  r 
introduites  par  les  deux  intégrations  qu'on  a  faites. 
On  voit  par  la  que  cette  équation ,  qui  fait  que  la 

formule  propofée   5.fli!l^£zl,  devient    un  Maximum  j 

i/y 

ou  un  Minimum j  n'efl  point  entièrement  déterminée, 
puifqu'elle  renferme  deux  confiantes  arbitraires.  On 
peut  donc  ajouter  au  Problème  propofé  deux  nouvelles 
conditions,  qu'on  remplira  au  moyen  de  ces  deux  cou- 
dantes • 
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Par  exemple)   fi   on   veut   que  m  étant   =:^,  P 
foit    =0^    puifque    P=—f—f  en     fuppolànt 

Fz=Oy  on  aura  p=^oj  Se  par  ce  quon  a  trouvé  p=z 


JtZ — £JL  ^    on  aura   t^h/ — //=iOy   &    ^=/ ,   par 

confequent  lare  a  fera  la  demie-circonference  du  cer- 
cle ^  dont  le  diamètre  eft  ^^  &  l'arc  fi  femblable  a 
lare  a  fera  aufll  la  demie-circonference  du  cercle,  dont 


le  rayon  eft  !•  Donc  lequation  «  =  — ^/3 — «^  hf — •// 


-4T,  en  y  fubfti  tuant  a  pour  «r,  &  zéro  pour  ^b^—^ 
deviendra  a=:  —  h^^+c^  &  la  confiante  c=za —  —  l^^y 
f>*  étant   la  demie-circonference   du  cercle ,  dont  le  ra^. 
yon     eft     i;     par    confequent    on   aura   x:=:^—bfi'^ 


*^ by-'^yy^^a  —  ^  b ^' .  Si  on  veut  de  plus  que,  ir 
étant  =zoy  y  foit  aufll  =o,  cette  équation  deviendra 
0  =  0  — 0-+4 -b(i\  &  b=z^;    fubftituant    cette 


valeur  de  b  dans  Tequation  x=z^bfi — l^  by-^yy 
^  — 7^/^'>  on  aura  h=i^^ / i^y—^yy; 


/ 
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DXCIV. 

Si  la  quantité  Z  dans  la  formule  propofée  S,Zd^ 
contient  les  variables  «5  /^  />,  ^>  r^  &c.^  &  des  in- 
tégrales non  développées  qui  renferment  les  différentiel- 
les de  ces  variables,  on  trouvera  la  variation  ^S.Zdn 
prifè  depuis  x  =  o,  jufqu'a  *  =  /7,  ou  ^  H=zS.(jf)X 

pour  que  l'intégrale  H  y  où  l'intégrale  S.Zdx  prife  de- 
puis x=zoy  jufqu'a  x=za  devienne  un  Maximum ^  ou 
un  Minimum  y  il  faudra  prendre  la  fon£lion  {^)  ^  qui 
fe  trouve  dans  le  membre  intégral  S.(A)dMJ^f  y  & 
l'égaler  a  zéro;  cette  équation  (A)=^o  donnera  la  re- 
lation entre  x  8c  /  y  qui  rendra  la  formule  H  un  Ma- 
ximum y  ou  un  Minimum;  comme  il  eft  évident  par  ce 
qui   a    été   établi    cy-deffus .     L'autre    membre    abfolu 

(  jB  )  c/^/  -+.  (  C  )  -^  -H  (  D  )  ^  -+•  &c.     n'appartenant 


qu'a  la  valeur  des  dernières  ordonnées/^  qui  repondent  a 
Tabfciffe  x  y  lorfqu'elle  devient  =  /i ,  ne  fert  de  rien  pour 
trouver  cette  relation  indéfinie  entre  les  deux  variables 
X  8c  f  y  qu'on  trouve  par  l'équation  (^A):=:o. 

DXGV.  • 

Lorfque    dans    la  formule   propofée    S.Zdxr=zHy 
la  quantité  Z  contient  les  lettres  p^  ^ ^  ^y  ^y  ^Cy  ou 
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.  quelqu autre  intégrale,  comme  dans  les  Articles  prece* 
dents,  Fequatioa  (^A):=Oj  qui  fait  que  H  devient 
no  Maninmm^  ou  un  Minimum  eft  difTérentielie  du  pre- 
mier ordre,  ou  d*ua  ordre  fupérieur,  quoa  réduit  ^ 
une  équation  finie  par  une,  ou  piufieurs  int^radoos 
fucceflives ,  dont  chacune  introduit  une  confiante  arbi- 
traire dans  Tequation  intégrée.  On  pourra  fubftttuer 
dans  cette  équation  autant  de  différentes  valeurs  déter- 
minées qu  on  voudra ,  pour  chaque  confiante  arbitraire, 
&  trouver  par  là  une  infinité  de  valeurs  de  if ,  qui 
feront  toutes  des  Maxima^  ou  des  Minima.  On  de- 
mande prefentement ,  comment  il  &ut  déterminer  ces 
confiantes  arbitraires,  pour  trouver  les  plus  grand  de 
tous  ces  Maximay  ou  le  plus  petit    de  tous  ces  Minimal 

DXCVI. 

Pour  refondre  ce  nouveau  Problème,  on  pourra  fe 
fervir  du  membre  abfolu  (B)J^/^{C)Uf^  (D)  X 


— ^-4*Û*r.,  &  déterminer  les  conftaDtes  arbitraires  ea 

faifànt  (B)=o,  (C)=o,  (D)=tf  dans  les  deux  fup- 
pofitions  de  it=:sa,  &  de  j»=0.  Car  puifque   toute  la 

variation  i^ H=^S,{A)dnS^f\-{B)i'f^{C)^-^ 
(D)      /  "^(yc*  doit  être  nulle  dans  les  deux  fuppo- 
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fîtions    de    x=zay    &de    x  =  a,  pour   que   H  foit  uq^ 
Maximum^  ou   un   Minimum  y  &   qu'ayant  déjà   fait   le 
membre  intégral  5.(A)d9$^f::=o  par   l'équation  (A) 
=  0  y    fans    toucher    au    membre    abfolu    (  5  )  <^/ 


(  C  )  -j-^  -+•  ^r.  y  nous  avons  trouvé   par  1^    la  relation 


entre  «  &  /,  qui  rend  déjà  H  un  Maximum  ou  un 
Minimum  y  on  n'aura  qu'a  fuppofer  de  plus  que  le  mem- 
bre abfolu  devient  nul  dans  les  deux  mêmes  fuppofi- 
tions  de  xz=:ay  &  de  x=iOy  pour  avoir  le  plus  grand 
des  Maximay  ou  le  plus  petit  des  Minima.  Mais  cette 
nullité  de  tout  le  membre  abfolu,  où  l'équation  {B)J^/ 

(C)^-|.(D)^-+eîrr.=o,  ne  peut  avoir  Ueu 


dx  \        ^   4x^ 

généralement  a  caufe  de  la  variation  arbitraire  ^/,  a 
moins  que  les  coefficients  (B)y  (C),  (D),  &€.  ne 
deviennent  chacun  en  particulier  =0  dans  les  mêmes 
fuppolitions  de  x:=:ay  &  de  x=zo.    Donc  &c« 

DXCVIL 

Nous  avons  fuppofé  dans  tout  ce  Chapitre,  que 
la  formule  quelconque  Fy  dont  on  cherchoit  la  varia- 
tion J^  F  ne  dependoit  que  des  deux  variables  Xy  Se  fy 
&  de  plus  que  la  variation  J^x  de  x  etoit  nulle.  Or 
il  n'efl  pas  difficile  de  rendre  ce  calcul  des  variations 
entièrement  gênerai  par  les  principes  fuivants ,  que  nous 
avons  déjà  établis,     i?    Que,    Jetant  tout   ce  qu'on 
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voudra,  la  variation  de  Imtégrale  S.V^  ou  J^S.V=: 
S.^V.  2?  Que,  la  variation  de  la  variable  quel- 
conque V  étant    ^V^   la  variation  de  ia  différentielle 

dVyO}xS<dVz=zdi<V^i'ddV=iddS<V,i<d^  Vz=d^  J^V. 
3?    Que  l'intégrale  S.'frdr=zTrr''—S.rdyr^  par  con- 
fequcnt  que   S.Pdi'y^^P^y  —  S.i'ydP^  dTc.     4? 
Que  L)  &  n  étant  des   quantités   quelconques,    l'inté- 
grale  de  Tequation   différentielle    dz=,Lxdx^^du  eft 

%  =  /-^^'S',tf"'^-^''*^«,  5?  Que,  pour  trouver  la 
variation  i^Vàt  la  formule  V  compofée ,  comme  on 
voudra,  des  variables  «, /,  w,  »,  Ô'r.,  dont  chacuue 
ait  ià  variation,  on  na  qua  prendre  la  différentielle 
dr=zMdx^Nd/^Pdu^^dz^&c.,  &  fubfti- 
tuer  dans  cette  formule  les  variations  au  lieu  des  dif- 
férentielles ,  pour  avoir  J^  V=z  MJ^m^^  Ni^y  -^PS^u 
-♦-j^J^%-+-0'c. ,  &  fi  on  vouloit  que  quelques  unes 
de  ces  changeantes:  par  exemple,  u  8c  z  neuffent 
point  de  variations,  on  nauroit  qu'a  effacer  dans  la 
différentielle  les  termes  PJ^u^  8c  j^J^  « ,  où  fe  trouvent 
les  variations  nulles  J^Uy  8c  J^z.  6?  Enfin  on  pour- 
roit  defigner  par  les  lettres  py  q ^  r^  s^  Ô'r. ,  p\  q\ 
r\  5,  (yc,  p\  /,  r%  /,  (yc.    les   différentielles    dx, 

ddxy  d  *,  &c.y  d/y  ddy^  d  /,  CÎTr.,  du^  dduy  d  u, 

Ô*f.,  en  fuppofant  dx^sp^  <//>=</</»  =  ^,  dq=zd'x 

=  ,',  &c.,    <//=/>',  dp^ddy^q,  dq'=d^^z=zr\ 

c.  DXCVIII. 
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DXCVIIL 

Etant  propofée  une  formule  intégrale  indéfinie  re- 
prefentée  par  S.  Vy  dans  laquelle  V  defigne  une  fon- 
élion  quelconque  déterminée  des  variables  ^^/j  «^  & 
de  leurs  différences  dx^  dy^  dz^  ddx^  ddy^  ddzy 
(D'c.  y  on  trouvera  aifément  par  les  méthodes  précéden- 
tes la  relation  que  ces  variables  doivent  avoir  entr'el- 
les,  pour  que  la  formule  S.  F  devienne  un  Maximum  y 
ou  un  Minimum.  Il  faudra,  fuivant  la  méthode  de 
Maximis  &  Minimis  y  différeutier  la  propofée  5*.  V  en 
regardant  les  variables  XyfyZ'^dxyd/ydzy  ddxy 
ddfy  ddz  comme  variables,  &  faire  la  différentielle 
qui  en  refulte  =::a«  Or  en  defignant  ces  variations  par 
J^  y  nous  aurons  par  les  principes  établis  é^S.V=zoy  ou 
S.^y=:o.     Maintenant  foit  ^  tel  que  J^F=»c^x 

pJ^dx^qJ'd^x^rJ'd^x^&c.^NJ^f^PJ^d/ 


-4-pJ^^  z^-k-'&c.y    nous    aurons    Tequation    S.nJ^x-^ 


S.pS'dx'^S.qé'd^X'^S.ri'd^  x^<yc.^S.N^jf^ 
S.P^dy--¥S.^d^y-^S.Ri'd^f^^(!yc.--¥S.vi^%^^ 

S,vS^dz~*'S.x<^'  ^  «-4-5'.pJ\</  z-h&c.=o  .     Mais 


J'dM=zdd^XyS'd^x=zfj'K  ,   &   aiufi   de  fuite;   donc 

V  V  V 
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en     intégrant     par     parties  y     comme     nous     avons 

fait     précédemment   ,     on      aura     S.pdJ^M=zpé^x 

S.rd^J'M  =  rd^J'x—drdJ'M^d^rJ'H—S./rJ'9ey8c 
ainfi  des  autres  ^  &  Tequation  précédente  fe  changera 
en  celle-cy  (A): 

(  ^ — </ r -t.  e2rc.  )  </J^*-f  (r— Ô'c.)/i^*-+-(P-^ 


On  en  tirera  premièrement  l'équation  (B): 
(n^dp-*-d*q—'d^r'i-&c.)J'x^(N—dP^d^^ 

Et  enfui  te  lequation  (C): 
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<iJ'c.)J'f^(^-^dR-^&c.)d^f¥-{R.'^&c,)X 

(3^c.)dJ'%^{p—(îrc.)d'S'z^&c.=zo. 

Il  faut  bien  diilînguer  ces  deux  équations  (J3)  & 
(C),  comme  nous  avons  expliqué,  &  de  plus  il  faut 
fe  rappeller  que  dans  la  dernière  équation,  chacun  de 
fes  termes  comme  pi^x  dépend  d^une  intégration  par- 
tielle de  la  formule  S.pdà'^Xy  &  que  par  confequent 
on  peut  lui  ajouter,  ou  en  retrancher  une  quantité 
confiante.  Or  la  condition  par  laquelle  on  doit  déter- 
miner cette  confiante,  efl  qu'elle  faflê  evanoiîir  le  ter« 
mcpJ^xsLU  point  où  commence  l'intégrale  S'./r^J^x. 
Il  faudra  donc  retrancher  àt  p^x  fa  valeur  en  ce 
point.  Soit  donc  le  premier  membre  de  Tequation  (C) 
exprimé  généralement  par  Z,  &  foit  la  valeur  de  Z; 
où  commence  l'intégrale  S*.  F,  exprimée  par  Z',  il  elt 
clair  que  Z'^-^Z*:=zo  fera  l'expreffion  complette  de 
l'équation  (C).  Enfin  pour  fe  délivrer  dans  les  equa^ 
lions  trouvées  des  différences  indéterminées  S^x^  <^/, 
c^%,  dox^  d^y^  (yc.  on  obfervera  par  la  nature  du 
problème,  (i  elles  ont  entr'elles  quelque  rapport  donné, 
on  les  réduira  au  moindre  nombre,   &  on   fera  enfuite 
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égal  a  zéro  le  coefficient  de  chacune  de   celles  qui  re- 

fient  •   Mais ,   fi  elles   font   indépendantes  les   unes  des 

autres,  Tequation  (B)  fournira  tout  d'un  coup  les  trois 

fuivantes 

n  —  dD^^d^  a  —  d  r^^&c. 
N—dP^d"^—d"  R-k'&c. 


dp^ 

+•</   q  —  d  r 

dp^ 

hd^^j-d^R 

d-n- 

¥d  X  —  »   P 

DXCIX. 

Exemple.  Nous  avons  déjà  rapporté  (Article 
DXCiii.)  un  Exemple,  qui  renferme  le  Problème,  que 
les  Géomètres  appellent  de  la  Brachijiochrone  ^  ou  de  la 
plus  vite  defcente.  Soit  maintenant  ce  Problème  ex- 
primé plus  généralement  par  la  formule  .r  ^^  **-+<;* -*-^^* 

dans  laquelle  x  reprefente  rabfciflTe  verticale,  ^y^% 
defignent  les  deux  ordonnées  horifontales,  &  perpendi- 
culaires Tune  a  l'autre,  la  formule  propofée  fera  Tex- 
preffion  du  tems,  comme  on  fçait  par  la  Mécanique. 
Cette   expreflion    étant    comparée    a   S.V^   on  a  ^= 

l/àx^^dj^-^dz'-  ^   ^  çn  différentiant  par  J^ ,    fuivant  la 

^  X 

méthode  de    l'Article    premier,    nous    aurons     J^V= 
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•                                   ;   d OU    Ion 


1^  yd^F-¥d7^-¥d^        t^x .  |/7xM-7y»-+7z» 

tire,   en  fubftituant,   pour  abréger,  ^^  a  la  place  de 

comme  on  voit  en  comparant  avec  la  formule  géné- 
rale (Art.  DXGViii. )•  Cet  Exemple  renferme  plu- 
fieurs  cas;  mais  nous  ne  ferons  que  les  indiquer,  par 
ce  qu'ils  appartiennent  a  des  Problèmes  de  Mécanique, 
qui  n'entrent  point  dans  l'objet  de  cet  Ouvrage. 

I  ?    Si  on  demande   de  trouver   en  gênerai   entre 

toutes  les  courbes  poflibles  celle  de  la  plus  vite  defcen- 

te ,    on    aura   dans    ce    cas    ;?  — rf/>=:a,    — dP=.o^ 

—  d-n-zzio^    c'eft   a   dire,    —•——=:— •^. t==:o* 

—  rf.— ^=  =  0,  — d. 7=  =  o  .     Or    puifque    ces 

trois  équations  doivent  reprefenter  une  môme  courbe , 
il  faut  qu'elles  fe  reduifent  a  deux  feulement.  Multi- 
plions la  féconde  par  2. — ^^=>   ^  l'ajoutant  a  la  troi- 

fieme  multipliée  par  2, ----4==-5  on  aura  ^(7— — \ — j 
=  a,  en  fubftituant  ds^   au  lieu  de^x^-t-^^*-+^»*  , 
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2  0  y 

&.    en  différentiaot  «  &   divifant   par  — 7=*.    on  a  la 


première  équation    —       > —  -—  d,        j~i-  =  o  »    Il  ne 


s'agit  donc   que  dlntégrer  les  deux  équations  d,      ' 


dsV  X 


,    S,j,^l^^o.  La  première  donne      ''' ' 


&  la  féconde  ^=-4s,danslelquelles  -4=  &  -4= 

ds.t^      yb  '  ^  yT        yT 


font  des  quantités  confiantes ,  d^oà  Ton  tire  -j^  =-7= ,  la- 


quelle  équation  £dt  connohre  que  la  courbe  eft  dans 
un   même  plan  ^  &   par  confequent  a  fimple  courbure  « 

Pour  déterminer   la  nature  de  cette  courbe,   nous 
la  rapporterons  a  deux  coordonnées^   dont  Tune  (bit  x, 

8c  lautre  r,  on  aura  '^*-+-«'==r.  Mais  -y^  — r  ^i,; 


donc  en  intégrant  «  =  •^*1J- ,  d'oii  l'on  tire  %  =  ->-===  ; 
y^2jŒ^;  dyzzzi^^;  ds=f^dx*-i-dt\  &  en- 

fin   ■;:=  = — = —  ="=gT    quon  re- 


duira  a  </^=~==,  en  £iiiànt  f=~rr*  <iui  ne  dif- 
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fére  de  Texemple  premier  que  par  les  dénominations; 
car  en  multipliant   le  numérateur,  &  le  dénominateur 

par  '^^j  on  aura  pr===a— =:^^,  U  même  équation^ 

que  dans  le  premier  exemple  ,  qui  eft  l'équation  a  une 
cycloide  décrite  fur  une  bafe  horifontalc  par  un  cercle, 
dont  le  diamètre  =r. 

2  ?  Si  on  vouloit  limiter  Tequation  de  telle  for- 
te, que  le  premier  &  le  dernier  point  de  la  Brachtjlo- 
chrone  fuflent  donnés ,  il  eft  évident  que  les  coordonnées 
x,/,  «  n'auroîent  point  de  variations  par  rapport  a 
ces  points,  &  que  S^n^  ^y^  i'%^  àJ'x^  dS'y ^  &  par 
confequent  aufli  tous  les  termes  de  Tequation  (C)  fe- 
roient  =(?.  Il  s  agit  donc  de  déterminer  la  confiante 
c,  de  telle  manière  que  la  cycloide  pafle  par  les  deux 
points  donnés.  Si  le  premier  point  eft  donné,  &  qu'un 
corps  partant  de  ce  point  doive  arriver  dans  le  moin- 
dre tems  a  un  plan  horifontal  donné,  il  eft  clair  que 
Z  fera    nul,  &    que   Tequation   (C)   donnera   Z'=:(^, 

c'eft   a    dire^   — ~  «^  «^ —*--—=:  ^>'—*- — r:^^'x.=zo^ 

'   ds/7  ds/7    ^       ds$/^  ' 

équation  qui  naura  lieu  que  dans  le  point  où  la  Bra- 
chiftochrone  rencontre  le  plan . 

Or,  puifque  ce  plan  eft  fuppofé  donné  de  pofition, 
Tabrcifle  x  qui  y  repond  fera  donnée;  ce  qui  rendra  fa 
variation.  J^9ç=zo^  mais  le  refte  de  Tequation  devra 
être  réel,  quelles  que  foyent  J^/  &  cT»,  on  aura   donc 
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'    ^=0^  &   — ~r=a*    d'oi    Ton    tire   a:=zco^    & 


^=:oD.  a  caufc  de  T"fe  =  "r^,   &  —-7==  ^  ;     & 


la  cycloide  fe  traasformeroit  alors  en  une  droite  ver- 
ticale • 

Mais  11  le  plan  donné  ^  au  lieu  d*étre  horifbntal 
etoit  vertical,  &  perpendiculaire  a  Taxe  des  /,  ou  des 
»,  on  auroit  alors ,  par  le  même  principe ,  S^yz=o^  ou 

^zzzzoy  &  par  confequenc ^^rso,- — r=LC=zo  dans  le 

premier  cas,  &- — rrz=zo\  ,    ^^  =0   dans   le    fecond. 

d'où  Ton  tire  j|=:o>  &j^=:o,  ce  qui  fait  voir  que  la 

tangente  de  la  courbe  en  ce  point  eft  parallèle  a  l'axe 
des  abfciiTes,  &  par  confequent  perpendiculaire  au  plan 
donné  «  Ainfi  la  cycloide  devroit  être  telle,  quelle  ren- 
contrât le  plan  donné  a  angles  droits  • 

Si  au  lieu  d'un  plan  on  fuppofoit  que  la  Brachifio- 
cbrone  dût  être  terminée  par  une  furface  quelconque,  il 
cft  évident  que  les  variations  ^  x ,  S'y^J'z  de  Teqaa- 
tion  (C)  dependroit  de  la  nature  de  la  furface  courbe. 
Soit  l'équation  différentielle  de  la  furface  dz^zPdx-^ir 
^^/,  ou  J^z:=PJ^fc-^^J^)fj   fubftituant  cette  valeur 

f      d  X 

de    ^z    dans   Tequation   (C) ,     on    aura  \j^/-'^ 
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— TT  i^*^*-*-  V  0— -I  ^  .>  Ky=0}  dou  Ion  tire 
i/x—i-P^«=:o,  &  ^/—»-j©rf%=:o,  ce  qui  donne  j-== 

•^  •  Lefquelles  équations  font  connoitre  ^ue  la  Bracbjf- 

ftocbtone  rencontre   encore   la   furface    donnée   a   angles 

droits  •  Si  la  courbe  devoit  ^tre  terminée  par  deux  fur- 
&ces  données  de  pofition^  il  faudroit  alors  dans  Tequa- 
tion  (C)  faire  Z=Oy  &  Z'=zoy  &  en  opérant  corn» 
me  cy-deflus^  on  trouveroit  pour  le  premier  &  le  der-^ 
nier  point  de  la  courbe  la  même  propriété,  c'eft  a  di- 
re, que  la  courbe  cherchée  fera  celle,  qui  entre  toutes 
les  cycloides  poffibles  rencontrera  les  furfaces  données  a 
angles  droits;  on  pourroit  démontrer  cette  condition 
générale  de  la  Bracb^Jiocbrone  par  la  (impie  Géomé- 
trie, mais  ce  n'eft  pas  icy  le  lieu. 

3  ?  Si  la  courbe  devoit  être  toute  couchée  fur  la 
furface  donnée,  dont  Tequation  différentielle  ibit  d%=z 
Pda^^^dy^  on  changera  la  caraéleriftique  1/  en  <^, 
pour  avoir  <^%  =  PJ^^-4-J^J^/,  équation  qui  donne 
en  gênerai  le  rapport  entre  J^«,  J^af,  J^/.  Subftituant 
cnfuite  cette  valeur  de  cA%  dans  Tequation  (5),  &  foi- 

faut  les  deux  coefficients  de  cl^af,  &  de  cJ^/,  chacun 
r=a  ,   on    aura   ^^P.a.  '      .^ ysz-^d.'— 

'  as Ir  g         zxt^  X  as 


X  X  X 
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=  o;  --^•''•7177--^'7:vr  ""•  ^^  équations 
reviennent  au  même,  étant  combinées  avec  Tequation 
a  la  furface  ^«=P</«-*-^<//.     Ce  dont  il  eft  aiCé 

t.  él  c 

de  s'afsùrer  en  multipliant  la  première  par  ^.^ ,  & 
la  féconde   par  —r^i   &  les   ajoutant,   on  aura,   en 

rcduifânt,  —i/.  — ——-=(>• 

On  comparera  donc  une  de  ces  équations  a  volon- 
té avec  Fequation  a  la  furface,  pour  avoir  la  Btachy- 
Jiocbrone  cherchée.  Si  le  premier,  &  le  dernier  point 
de  la  courbe  etoient  donnés,  tous  les  termes  de  Tequa* 
tion  (C)  s'evanoiiiroient ,  comme  nous  avons  déjà  dé- 
montré. Mais  (1  l'un  de  ces  points  etoit  arbitraire,  il 
faudroit    fubftituer   au  lieu    de  à^z    fa  valeur   PS^x 


^^f  ,    pour  avoir  les  équations   P. — -:=g-4-        ^^ 
=  0  ,    &    P .  — 7=  -H p=r = 0  .    qu'on     traiteroît 


comme  les  précédentes.  Enfin  fi  l'on  ajoutoit  cette 
condition,  que  le  mobile  dût  arriver  dans  le  tems  le 
plus  court ,  a  une  courbe  tracée  fur  la  furface ,  fuppo- 
fant  la  courbe  donnée  par  l'équation  dy:=zmdx  ^  on 
auroit  J^f=zmJ^Xy  laquelle  valeur  de  <^/   étant  fubfti- 

tuée  dans  l'équation  (C),  on  fera  P. — 77^="^ 


ds 
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'^dx^^mdy^zoy  équation  qui  renferme  les  condi- 
tions pour  que  la  Brachfjlocbrone  rencontre  la  courbe 
donnée  • 

DC. 

Remarqjje.  Les  exemples  précédents  font  cou- 
noître  l'utilité  de  la  méthode  des  variations,  dans  k 
folution  générale  du  fameux  problème  des  Ifoperimetres^ 
Nous  avons  omis  les  détails  géométriques,  dont  ces 
exemples  font  fufceptibles ,  &  qui  n'entrent  point  dans 
le  plan  de  ce  Traité.  Il  ne  fera  pas  hors  de  propos  de 
faire  entrevoir  comme  de  loin  lavantage  de  cette  mé- 
thode pour  refoudre  les  Problèmes  les  plus  difficiles. 

Il  eft  démontré  par  le  fçavant  M."^  Euler,  que 
dans  les  trajeéloires ,  décrites  par  un  nombre  de  corps 
quelconque,  Tintégrale  de  la  vîteffe  multipliée  par  l'élé- 
ment de  la  courbe  eft  toujours  un  Maximum,  ou  un 
Minimum,  c'eft  a  dire,  foient  généralement  tant  de 
copps,  qu'on  voudra.  M,  M",  M%  &c.,  qui  agiflent 
les  uns  fur  les  autres  d'une  manière  quelconque ,  &  qui 
foient,  fi  l'on  veut,  animés  par  des  forces  centrales  en 
raifon  des  fondions  quelconques  des  diftances;  {\  s ,  $\ 
5",  (D'c.  dénotent  les  efpaces  parcourus  par  ces  corps  dans 
le  tems  t ,   8c  v  y  v  ,  v\  (^c.  les  vîtefles  a  la  fin  de 
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ce  tems,  la  formule  MS.vd s-^M' S.v d s' ^^  M^ S.vdi' 
-^^r.  fera  toujours  ua  maximum  ou  un  minimum.  On 
voit  que  ce  Problème  e(l  renfermé  généralement  dans 
ce  que  nous  avons  dit  (Art.  dxcvii.)  .  Une  explication 
plus  ample  de  cette  belle  méthode  nous  meneroit  trop 
loin ,  furtout ,  fi  nous  voulions  l'appliquer  a  des  Pro- 
blèmes de  Mécanique ,  qui  nous  éloigneraient  de  l'objet 
que  nous  nous  fommes  propofé,  de  ne  traiter  que  du 
Calcul. 


^■^^••^^^imT' 
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CHAPITRE    X. 

Contenant   les  principes   des  plus    nouvelles 
méthodes   du  Calcul   Intégral. 


DCI. 


o 


N  (^ait  que  le  Calcul  Int^ral  fe  réduit  a  la 
folution  de  ce  Problème:  une  fon£lioQ,  ou  une  équa- 
tion différentielle  quelconque  étant  propofëe,  trouver 
il  elle  a  les  conditions,  qui  doivent  avoir  lieu,  pour 
quelle  ait  une  intégrale,  &,  lorfquelle  a  ces  condi- 
tions, trouver  fon  intégrale.  On  fçait  encore,  que.  Ci 
on  pouvoit  intégrer  toutes  les  équations  différentielles 
on  pourroit  aufli  intégrer  toutes  les  fonctions  différen- 
tielles ,  qui  ont  les  conditions  neceflaires  pour  être  in- 
tégrables.  Car  on  peut  toujours  égaler  la  fon6tion  diffé- 
rentielle propoiée  a  la  différence  du  même  ordre  d'une 
nouvelle  variable,  &  réduire  par  Ik  cette  fonâion  a 
une  équation  différentielle  du  même  ordre  ,  qui  fera  in- 
tégrable,  lorfque  la  fon6lion  pourra  être  intégrée»  Sup« 
pofé ,  par  exemple ,  que  la  fonâion  différentielle  Ad  m 
-^Bdy^&c.  foit  intégrable ,  on  pourra  l'égaler  a  la 
différence  du  même  ordre  d  u  d'une  nouvelle  variable 
»,   &   fedre  Adx'-+Bdf'^^&c.=zdu:    équation,   qui 


\ 


534         Elemens  du  Calcul  Inte'gral 

fera  iotégrable,  lorfque  la  fon6lioa  Adx'-^Bdy^^dfc. 
pourra  être  intégrée ,  puiiquon  aura  l'intégrale  S.^Ad^t 
'^^Bd/^^&c.)=zu^^C  confiante;  par  confequent  Fia- 
tégrale  u  de  la  fonélion  propofée  =zS.{Adx-^Bdy) 
— C.  Lors  donc  quon  aura  trouvé  quelque  méthode 
générale,  pour  intégrer  toutes  les  équations  différentiel- 
les qui  ne  font  pas  abfurdes,  on  pourra  aufli  intégrer 
par  la  même  méthode  toutes  les  fon£lions  difTérentiel- 
les  qui  feront  intégrables,  &  le  Problème  gênerai  du 
Calcul  Intégral  fera  reiblu. 

DCIL 

Deux  fçavants  Auteurs  MJ  Fontaine,  &  M.^  de 
Condorcet  ont  entrepris  de  reibudre  ce  Problème  dans 
toute  ion  étendue.  Nous  ne  prétendons  point  expliquer 
icy  des  Ouvrages  aufli  fublimes  &  auffi  difficiles ,  jufqu  a 
les  mettre  a  la  portée  du  commun  des  Algebriftes .  Nous 
nous  contenterons  de  développer  les  principes  fonda- 
mentaux ,  dont  fe  fervent  ces  grands  Calculateurs,  &: 
de  préparer  nos  Leôeurs  a  l'intelligence  des  méthodes 
générales  qu'ils  ont  données.  Nous  commencerons  par 
la  manière  de  différentler  les  fonctions  indéterminées  ; 
elle  eft  comme  la  clef  des  nouvelles  découvertes,  fur- 
tout  dans  la  panie  du  calcul  intégral,  qui  a  pour  ob- 
jet les  équations  de  condition  « 
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DCIIL 

Suppofons  que  V  foit  une  fonflion  de  plufieurs 
variables ^j  y^  «,  »,  ^c.^  Se  îcju'on  prenne  la 'diffé- 
rence de  cette  fonftion,  en  ne  faifalit  varier  que  Xy  & 
qu'on  ait  dV=zMdx^  quon  prenne  là  différence  dV  tn 
ne  faîfant  varier  que/,  &  quon  ait  dy=zNd/y  qu'on 
prenne  dT  tn  ne  faifant  varier  que  Zy  ëc  quon  ait 
dF:=Pdzy  &  aînfi  de  fuite;  on  fçait  par  les  premiers 
principes  du  calcul  différentiel  que  la  différence  de  la 
fonftion  F^  en  faifant  tout  varier,  fera  dV^zMdx-^ 
Ndf^Pdz-^^du^&c. 

Or  fuivant  la  manière  de  MJ  Fontaine,  pour  deC- 
gner  le   coefficient   M  dt  dx  dans   la  différence   de  y 

prife  en  ne  faifant  varier  que  »,  on  écrit -j^,  de  forte 

que  cette  expreffion  fignifie  la  difference  dV  prife  ea 
ne    faifant  varier  que  x,    &    divlfée   par  dx^    Se    que 

j^dx  fignifie  la  même  chofe  que  Mdx^  c'cft  a  dire, 
la  différence  même  de  la  fonftion  V  prife  en  ne  faifant 
varier  que  x  •  Cette  expreffion  ^  eft  donc  bien  diffé- 
rente de  celle-cy  ^j^  dV .     La     première     fignifie     la 

différence  dV  prife  en  ne  faifant  varier  que  »,  &' 
divifée  par  ^ip  ;  la  féconde  fignifie  la  différence  dV 
prife  en  faifant  tout  varier,  &  divifeé  par  dx.  De 
même    pour    defigner    le    coefficient    N   de    dy    dans 


53^         Elemens  du  Calcul  Inte'o&al 

la  différence  d  V  priiè  en  ne  ^ifant  varier  que  /  ^  en 

écrit  j*  9  de  forte  que  cette  exprefllon  fignifie  la  diffif* 


lence  df  prife  en  ne  £u(ant  varier  que  /y  &  diviiëe 
pari^/,  &  que  ^d/=zNd/. 

Par  la  même  raifbn  pour  defigner  le  coefficient  de 
du  dans  la  différence  de  -jj^j  oa  dans  la  différence 
dM  du  coefficient  M  prife  en  ne  Êdfant  varier  que  m  y 
on  écrit  — 7-9  de  forte  que  cette  expreffion  fignifie  la 

différence  de  -j;^  prife  en  ne  iaifant  varier  que  «,  & 

divifée  par  i/n^  &  qu^    ^    dn  exprime  cette  différée- 

ce  même.  Pour  defigner  la  différence  de  -^  prife  en 
ne  £ufànt  varier  que/,  &  divifée  par  dy^^  on  écrit 
j^J^  y  &  jgf'd/  exprime  cette  différence  même. 

Il  Élut  remarquer  que  j^j  exprime  auffi  la  dif^ 
férence  de  -j-  prife  en  ne  iaifant  varier  que  x,  &  di- 
vifée par  dxy  de  forte  que  ces  deux  expreffions  777-, 

&  j  J^  ne  font   quuue  même  chofe,   car  nous  avons 

demon« 
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démontré  ailleurs,    que  fi  dV"=zMdx'^Ndjf'-¥P d% 
^+&c,y  V  étant  toujours  une  fonftion  de  *,  de  />  de 

%y  Cf.,    on  aura  -5 — ^^^T*  >   ^^  prenant    ces  exprel- 


lîons  a  la  manière  de  Mj  Fontaine  %  Or  fuîvant  cet- 
te manière  M  =3-^,  &  Ar=:^—  ,  &  la  difFérer^ce 
dM.  prife  en  ne  faifànt  varier  que  /  >  &  divifée 
par  df  eft  577"  >  &  la,  différence  i/AT  prife  en 
ne  faiiànt  varier  que  ^  ,  &  divifée  par  dfc  eft 
^dyji  y  ^^^c  Zr^=-3777-  Enfin  les  expreffions  d.-r^  , 

&  ""77"  fignifient  également  la  différence  de  -j-,  ou 
du  coefficient  Af,  prife  en  Êdfant  tout  varier: 

DGIV. 

On  comprend  donc  aifément  les  expreffions  fui- 
vantes,  dans  lefqucUes  on  fuppofe  que  V  efl  une  iba- 
£lion  de  plufieurs  variables  Hy  y  ^  2,  u^  CTc. 


yyy 
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Jrr dy    j       _^dy    j  dV    j  AV      ,  .    y_. 


dx  dy       ^  d'z,  du 

j       dV       ,     ddV  ddV      ,  ddV     j         .        ddV       j  ddV       I         /„ 

d. 


d»  ax  ^^»  dxdy        '  axdz  dxd> 

dV  ddF  ddr      ,  dd''     ,  ddr       ,  ddF 


J     dv  ddr  ddv    J  ddv    J  ddv  J  .  ddy     .      ,^ 

.      dV  ddV  ddF     J  .     ddv    J  ddv  J  .  ddv     J    ^v^ 

du                dm  dudx  d»dy       A  dudz  d» 

ddV  dddV  dddV     ,  .     dddV     ,  dddV  ,  .  dddV 


i/x»  J»*  Jxî  dx'dy      ^  dx^dz  dx'dM 

J     ddv  dddV  dddV    J  dddV    J  dddV     j  dddV     j„    .A.. 


dxdy  ^^TTdJ d^^dy  ^^"^  dxdy^    «/^f  dxdydz  ^^^'^  dxdydu 

CTc.  CTc. 

DCV. 

La  première  méthode  de  M/  Fontaine  eft  fondée 
fur  les  quatre  Théorèmes  fuivants . 

Théorème  L     V  étant    une  fon£lion  homogène 

de  plufieurs  variables  *,  /,  z^  u^  &c.^  dont  la  dimen- 

fion  eft  e»,   &  la  différence  d  F=::Mdx'^Ndf'^Pdz 

^du-^&c.   on  aura  ^r=Mx-+iV/-H-P%— i-j^« 
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Démonstration  .  En  fuppofant  que  V  Se  V  font 
deux  fon£lîons  pareilles  ,  la  première  des  quantités 
9Çy  /y  Zy  u^  &r.;  la  féconde  des  quantités  infiniment 
peu^  plus  ou  moins  grandes  x\  y\  x^  »,  Ô'r.,  ou 
«-+-J^x,  ;'— ♦-J^/,  %— ♦-(^ss,  «-+-J^«,  &c.y  on  aura  par 
la  méthode  Ats  variations  ^'— /^,  ou  J^y^zMJ^x-^ 
NJ^f'^P<i'Z'^^:'u'^(D'c.  Or  puifque  les  variations 
^Xy  S"  y  y  J^Xy  Ô^f.  font  arbitraires,  on  peut  fuppofer 
qu'elles  font  égales ,  chacune  refpeélivement  aux  diffé- 
rences dxy  dfy  dzy  (tuy  (D^c.  ^ûks  proportionclks  a 
leurs  intégrales  «, /,  Xy  UydTc.  Dans  cette  fuppofition 
on  aura  r^V=z3'V=zMdx^Ndy-^Pd%^^du 
^^(yc.y  &  les  deux  fondions  F  8c  V  feront  femblar 
blés.  Donc,  puifque  la  dimenfion  de  /^  eft  ^,   on  aura 

par  la  propriété  des  fondions  femblables  V';V=zk^ :x* 

=iy':/—7i':%'=zu'':u'^y   d'où  Ton  tire  r—V:V=z 

x''-^x'\x=:f-^/:/=z%'-^z':%'=.&c.yOMdV:V 
=d.x':x'=zd./:/=zd.z:%'  =  <yc.yO\xdy:Vz=zedx\ 
x:=zedy:y='edz\%'=-(yc.'y    par    confequent    dV=z 

eV^  ;  dx:x=d/:y=dz:x=z&c.y8c  d/=zf^  ; 

dxznzz^  ;  dw^zu-^'y  &€.  Donc  en  fubftituant  pour 
dVy  dfy  dzy  duy  (yc.  ces  valeurs  dans  Tequation  dV 
zzzMdM-^Ndjf^P d%"¥^du-^(D'c.y  on  aurarT-— - 
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DCVI. 

Soit  5   par   exemple ,    J5^:=  axx-^b/z  y   fon£lioa 
homogène  de  deux   dimenfions   par  rapport   aux  varia- 
bles 99y  fj   &  z;  on    aura   dVzzzzaHdx-^bzd^ 
bfdxy   8c y   par   le  Théorème ,    c V=z i  ^=  zax n 
^«/— ♦•^/«  =  2/f»*-+2  ^/«/  J^=:4ipx— 4-^/35 ,  com- 
me il  convient.   Mais  fî  la  fonflion  V  n'eft  point  ho- 
mogène par  rapport  aux  variables  quelle  contient,  par 
exemple ,   fi    /^=  cx'^^Az/  ^    le    Théorème    premier 
naura  point  lieu.    Car  en  difTérentiant  on  aura  dF=: 
cdx^^bzdy^^bjfdz;    mais   on    n'aura   pas  2  ^=r« 
"^bzy-^byZy  puifque  2  ^=2cx-4-2  ^/'x  par  la  fup* 
pofîtion  •    La  raifon    en  efl ,   qu  on  a  fuppofé   dans   la 
demonftration    du  Théorème   que  V  8c  V  etoient   àts 
fonélions    femblableS)   &  qu'on   peut  faire   cette  fiippo- 
fition  y  lorfque  V  eft  une  fonftion   homogène   par  rap- 
port a  fes  variables.  Car  en  prenant  V  =:*-♦■  ^*,/i= 
y-^dyy  z^izz-^dzy  &c.y  8c  faifknt  de  plus  x:dxz=z 
f:d/^=:zz:dz=z&c.  y    les  deux  fon£lions   axx-^byZy 
8c  ax  x^^byz  font  femblables ,   &  la  première  eft  a 
la   féconde,   comme  xx    eft  a  xx  y  &  comme  //   eft 
a  /'/,  (yc.  Mais  fi  la  fon£Uon  V  n'eft  point  homogène 
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par  rapport  a  fes  variables,  par  exemple ,  fi  ^=rjif-4- 
by%^  les  deux  fondions  cn^^hy%^  &  cx-^hy%  ^ 
même  en  fuppolànt  les  proportions  %\d%'=Ly\dy'=z 
%:d%y  ne  feront- point  femblables,  &  Ja  première  fon- 
ftion  ne  fera  pas  a  la  féconde,  comme  X9c  ciï  a  xx  ; 
puifque  hy%  étant  a  ^y«>  comme//  eft  a//',  ou 
comme  xx  tA  o,  xx\  ex  n*eft  pas  a  cx\  comme  xx 
e(l  a  X  x\  mais  comme  x  eft  a  x . 

DCVII- 

On  peut  neantmoins  rendre  le  Théorème  premier 
abfolument  gênerai  au  moyen  d'un  paramètre  p  qu'on 
peut  traiter  comme  variable,  ou  comme  confiant  fui- 
vant  le  befoin ,  &  qui  étant  regardé  comme  Tunité, 
.  pour  laquelle  on  peut  prendre  telle  quantité ,  qu'on 
veut,  ferviraa  rendre  la  fonélion  ^homogène  par  rap- 
port aux  variables  ^ ,  / ,  2: ,  « ,  &c.  &  p  •  Par  exem- 
ple, fi  on  a  V=icx'^by%y  on  fera  V:=:cpx^^byZj 
fonftion  homogène  de  deux  dimenfions,  qui  fera  de 
même  valeur  que  la  propofée  rx— 1-^/35,  par  ce  que 
p  reprefente  Tuiiité.  On  aura  donc,  en  faifant  tout  va- 
rier, dVz^zcxdp-^cpdx^^bxdy-^bydx'^  &,  parle 
Théorème  premier,  eF=z2V=zcxp'^cpX'^bz^-^^ 
by%=2zcpx*^z  by%y  &  divifant  par  2,  F=zcpx 
-^byzz^cx-^by  z^  en  mettant  Tunité  au  lieu  du 
paramètre  p. 
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DCVIII. 

En  gênerai  fiippofant  que  V  foît  une  fonftion 
quelconque  de  dimenfîon  e  par  rapport  aux  variables 
ir,  /,  «,  u^  (yc.^  quelle  contient,  &  que  dans  le  cas 
oà  cette  fonftion  n  eft  point  homogène  par  rapport  a 
ces  variables,  on  introduira  le  paramètre  f  dans  tous 
fes  termes,  qui  nont  point  la  dimenfîon  c  par  rapport 
aux  variables  x ,  / ,  2 ,  u^  &c. ,  &  qu  on  les  rende 
tous  de  cette  même  dimenfîon  e  par  rapport  aux  varia- 
bles X,  /,  «,  Uy  (yc.  8c  p  y  &  on  aura  par  le  Théo- 
rème premier  rF=M« -+-N/— ♦-Pas— hj^«— HÔV. -♦• 
Kp. 

Donc,  fi  on  fait  dF=:Oy  on  aura  Mdx^^Nd/ 
Pdvi'^^du'+&c.'-+Kdp=zoy  &  en  divifant  par 


M,   coefficient  de  dxy  on  aura   ^^-+'Tj///-+-rT^%-4- 


^du^(yc.^^dp=Oy  ou,  en  fuppofant  ^  =  ^,| 


/?,  ^=Y,  M=^>    ^°  aura  dx^ad/^^dz 


ydu^^(yc.'^jrdp'=Oy  les  coefficients  ût,  /?,  7^  i&c.y 
ir  étant  tous  de  dimenfîon  nulle  par  rapport  aux  va- 
riables My  fy  Zy  Uy  (fTc.  y  p  .  Si  daus  cette  dernière 
équation  on  fait  p  confbnt,  ou  dpz=zoy  elle  deviendra 
d9f^^ad/'-^fidz^^ydu^^&c.:=:zo  ,  les  coefficients 
a,  ^,  7,  dj'c.  demeurant  les  mêmes. 
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DCIX- 

Soît  maintenant  dx^j^dj^-^Bdz^^Cdu^^ 
CTc.  =  0  une  équation ,  qu'on  propofe  d'intégrer  :  les 
coefficients  A^  By  C,  Ô'c.  étant  des  fondions  quelcon- 
ques des  variables  9c  ^  /  y  z^  Uy  Ô'r.  Il  faut  diftinguer 
deux  cas  dans  cette  équation  :  dans  le  premier  cas  on 
fuppofe  que  les  coefficiens  A  y  By  C  y  dTc.  font  des 
fonflions  homogènes  de  dimenfion  nulle  des  variables 
»y  j^y  Zy  Uy  (stc.  y  8c  dsitis  cc  cas  la  queflion  fe  réduit 
•a  trouver  une  fonélion  F  de  ces  mêmes  variables, 
dont     la    différence     Mdfc-^Ndf^^Pdz-^^du 

^c.    divifée    par    le    coefficient    M  de   dxy   ou  dx 


M     ^         M  M 


N  P 

Bdz-^Cdu^^&c;  on  aura  donc  ^=:rr,   B=z— y 


M  '  M 

C=:^y&c.y    &  la  différence    Mdx-^Ndj^^Pd% 

^du'^(7c.=zMdx'^MAd/-^MBdz^MCdu 
&c.  =idV.  M  eft  une  fonftion  homogène  des  va- 
riables Xy  yy  Zy  Uy  (^c.y  qul  eft  inconniie.  Suppo- 
(ànt   que  la  dimenfion   inconnue   de  la  fon£lion  V  foit 

Cy    on   aura   par  le    Théorème   premier    eV=zMx 

dv        \    âv 


MAy^^MBz^-hMCu-^&c;  donc 


el^ 


•         • 
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I                              f                                       A  , 

jr  j^^ C f 


&c.^  8cj  en  intégrant  de  part  &  d  autre  par  les  me- 
thodes    données  précédemment  j    on    aura     —  L  Vzz 

Lorfquon  aura  trouvé  par  cette  intégration  la  valeur 
de  F,  on  la  fera  =r  confiante  arbitraire,  &  le  Pro- 
blème fera  refolu.     Car  fi  on  fait  ^=r,   on  aura  dV 

en  divifant  par  i)f ,  on  retrouvera  Tequation  propofée 
dx^^Adf'^Bd%''^Cdu'^(Dc.z=,o.  Si  la  dimen- 
lion  c  etoît  nulle ,  on  auroit  ir-4--rf/-4-B%'-+-C»H- 
Û'r.=o,  par  Tequation  eV=zMn'^MAy-^MB%^ 

Dans  le  fécond  cas  on  fuppofe  que  les  coefficients 
A^  Bj  Cy  dTc.  dans  Tequation  propofée  dx-^Aiy 
^<^Bdz^^Cdii'-+  (!Tc.  ne  font  point  des  fon£lions  ho- 
mogènes de  dimenfîon  nulle  des  variables  ^ ,  /  >  %  ^  i»  > 
ÛV.  Mais  en  introduifànt  le  paramètre  p  dans  ces 
fonélions,  on  pourra  toujours  les  rendre  homogènes ,  & 
de  dimenfîon  nulle  par  rapport  aux  variables  ^>  />  s;^ 
u ,  (ifc. ,  &  au  paramètre  p .  Alon  l'équation  propcfée 
fera  transformée  en  une  autre  de  la  forme   dx^+udy 

■m  ^ 
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'^^dz'^')  du--h(D'c.=zo  ,  dans  laquelle  les  coeffi- 
cients ^  >  ^  >  y  >  ^c.  font  des  fondions  homogènes  de 
dimenfioa  nulle  des  variables  ^>/>  js  ,  «,  Ô*r.,  8c  de 
/> ,  &  la  queftion  fe  réduira  a  trouver  une  fonction  F 
des  mêmes  variables,  dont  la  différence  Mdx-^Ndy 
Pdz'^^du'^&c.'^Kdpy  divifée  par  M  coeffi- 


cient   de  dxy   ou    dx-'^Tr  df^^rz  dz-^  ^du-¥&c. 


M     -^         M  M 


K 

Tidpy    foit    =zdx''^adf^-^(idz'^ydu^^&c. 


M 


'^dpy  en  fuppofant  tt  =  7-  ;  & .  en  faifant  p  confiante , 


ou     dp:=:o  y    cette    quantité    ^^-+■77^/ "^7;^* 


^du^^&c.    foit  =zdx''^ad}^'^¥fidz^^ydu'-^&c.y 


M 


on  aura  donc  a  =  ^,  ^  =  ^,  ï  =  ê>  ^^-^  &  ^ 


M  '   '  M  '    '         M 


—  ;    &  la  différence    Mdx-^Ndy^^P dx-^^du 


M 

CTc.-^Kdp    fera    M^x— l-Ma^;'-+-M    dz-^M ^du 

&c,-^M  ^  dp=zdF .     M  efl   une  fonftion    homo- 


gène  des  variables  x^  y^  z^  Uy  (Stc^    &  de  ^,   qui  efl 

inconnue,   &  "tt  efl  auffi   une   fonflion  inconniie   de  di- 

menfîon  nulle  des  mêmes  quantités. 

En  fuppofant   que  la  dimenfion   de   la  fonction    F 
foit  =  ^  )   on  aura   par  le  Théorème   premier  ^  f  =5 

Z  z  z 
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MM'-^Ma^''^M^Z'^Myu''^&c.*-+Mif p  ;    donc 


»— H 

-/-*-.« 

• 

"*■ 

C^r. 

"* 

'? 

«-*• 

v-^^ 

«-*•>!• 
/« 

"*■ 

CTf. 

"^ 

»^ 

Jf-«-' 

"7-*-/3 

y 

"* 

0?'f- 

"* 

'^ 

»— *• 

V-4-* 

%^y» 

"*■ 

cb-c. 

"*■ 

*? 

i/w-H-Ô'r. 


ou    en    falfaot    «-«-ûf/— ♦-/3«-«-yii-H-Ô'r,-»-Trô  =  fl, 


&  ,    en   intégrant    de    côté ,    &   d  autre  ,   —  •  L.  F  = 

• 


Lorfqu'on  aura  trouvé  par  cette  intégration  la  valeur 
de  la  fonélion  F  ,  on  la  fera  =c  confiante  arbitraire, 
&  le  Problème  fera  refblu. 

Mais  ir  étant  une  fonflion  inconnue  des  variables 
^ y  / ^  ^y  ^y  ^^' y  py  on  ne  peut  trouver  Tintégrale 
précédente ,  fi  Ion  na  auparavant  la  valeur  de  cette 
fonélion  ^.  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  trouver 
cette  valeur  de  ir . 
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Si    on    fuppofbit    que    la  dimenfîoa   ^   de   F   fut 

—  X — «If  —  0z  —  yti  —  &c.  «f 

Oy  OQ  aurait  7r=z  ^ —  )    par  le- 


MfTp  y  mais  cette  valeur  de  -jt  ,  rendant  ^  ,  ou 
x-+ûr^— ».)3z— i-yi^^Ô^r.  — i-TT^zzzo  ,  ne  peut  nous 
fervir,  &  il  faut  neceflairement  en  trouver  quelqu- 
autre  • 

DCX. 

On  la  trouvera  par  le  quatrième  des  Théorèmes, 
que  nous  allons  démontrer. 

THEOREME  !!•    Suppofé  que  V  foit  une  fon£lion 
des  variables   «f ,  /  ,  « ,  « ,  Ô'r. ,    on   aura      '  \        = 

S.  -j—  d  X  y  c  eft  a  dire ,    que   la   différence  de   S.  Vd  k 

prife  en  ne  failant  varier  que  f  y  Se  divifée  par  df , 
eft  égale  a  Tintégrale  du  produit  de  la  différence  dx 
multipliée  par  la  différence  dF  prife  en  ne  faifant  va- 
rier que  /  5  &  divifée  par  d/.  Nous  avons  démontré 
cy-deffus  ce  Théorème. 

DCXI. 

Théorème  III.     F  étant  toujours   une  fonftîon 
des  variables  x,/,  Zy  Uy  dXc.y  &  fà  différence  dV=^ 
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MJ)i-4-Nd/'-t-Pdz'+^du-h&c,y   ou  aura   les  e- 


,  ,.  .         dM  dN       iM         dP        dM 

quations  de  condition  -jy  =-^- ,  -3^  =-77  ,  -^^ 

dx    ^     az  dv    ^     du  dy    ^     dm  dz 


dx    ^  dz  dy    '  du  dy 

avous  aufli  démontré  ce  Théorème* 

DCXII. 

THEOREME  IV.  Dans  la  même  ruppcfition^  en 
faifant  N=AM'^  P  =  BM,  j^=CM,  &€.,  &  par 
confequent  dV=^Mdx'^AMdjf^^BMd%^+CMdu 
«-t-(^r. ,  on  aura  les  équations  de  condition  fui  vantes. 

I  ?  Pour  trois  termes  Mdn-^AMdy^hBMd^ 
on  aura  Fequation 

dx  dx  dz  "~*   dy   """^ 


2  ?    Donc  pour  quatre  termes  Md  x  -+  AMdy 
BMdz^i'C Mduy  on  aura  ces  trois  équations 

^  dB  j^  dA  dA  dB  

dx  dx  dz  dy 

^  dc p  </i^    I  ^^ i[£. 

dx  dx  du  dy   *""* 

P  de  ^  dB  dB  de  

dx  dx  du  dz   "* 

3  ?  On  trouvera  de  même  les  conditions  pour 
cinq  termes  de  la  différence  de  F,  pour  fîx,  &c.  Nous 
avons  démontré  cy-deflus  ce  Théorème.    On  va  voir 
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dans  le  Problème  fuivant  la  manière  de  trouver  la 
fonftion  -n  par  le  Théorème  précèdent. 

DCXIII. 

Problème •  Intégrer  Tequation  dx-^ctJj^z=:o  ^ 
dans  laquelle  et  eft  une  fonftion  homogène  de  dimen- 
fion  nulle  de  x ,  ^^  /  >  &  de  /^ ,  ou  une  fra£lion  don- 
née, dont  le  numérateur ,  &  le  dénominateur  font  des 
fonélions  homogènes  &  de  même  dimenfîon  de  m,  de 
/,  &  de  p. 

SoLUTiOM.     La  queftion  fe  réduit  a  trouver  une 

fonftion  9  de  ^,  dfi/>  ^  ^^  py  ^^"^  ^^  différence, 
en  faifant  p  conftant,  divifée  par  le  coefficient  de  dxy 
foit  dx-^ctdy^^io  (Art.  DCViii.),  Si  Ton  n'eût  pas 
fait  dp=::oy  on  auroit  eu  dx-^otdy-^ir dp'=o ^  -n 
étant  une  fonélion  homogène  de  dimenfîon  nulle  de  x, 
de  /,  &  de  /^,  qui  eft  inconnue;  &  fi  Ton  neût  pas 
divifé  par  la  fonélion  /^,  qui  multiplioit  dx^  on  auroit 
eu  fJidx'^fJictd/'-¥'fJL7rdp:=:d(f>  (  Art.  DCVIII.  )  ,  ju, 
étant  une  fon£lion  homogène  de  ir,  ^^ /y  &  ^^  py 
qui  eft  auffi  inconnue. 

En  fuppofant   que  la  dimenfîon  de  9  etoit  ==^y 


nous  aurons  c(p=zfiX'HrfJi>aj^^^fjLirp;  donc  —  • 

• 


ay-^^p  X^d/'^'ïïp 


dj^'^7:=T7=r7T^Py^> 


X 


-  > 
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enintégrant^— ,L,y=5'>f  ^,'    ,^^^— » *^     if 

•^TIÏT^ITTr^/^)*  ^^  °^  ^'^^*  ^^°^  P^*^  ^^^  d  avoir 
la  fonétioa  ir ,  &  nous  favons ,  par  le  Théorème  IV.  ^ 
qua  caufe  de  Tequatioa   ii^dM^k^fi  aJ^^^iJLadp=zd(f^ 

cette  foD£lioQ  doit  <tre  telle,  que  a-^  —  '^77*^77 
i/» 

Pour  trouver  la  valeur  de  ir  par  cette  équation , 
confiderons  plus  particulièrement  que  nous  n'avons  en- 
core fait^  de  quelle  manière  on  peut  concevoir  quon 
eft  arrivé  de  la  fon£lion  9  a  Tequation  dM^¥ady:=^o. 
On  a  difTérentié  en  Êdfant  tout  varier,  &  on  a  eu 
Ad9$'^Bdf'^Cdp=zd(p;  on  a  réduit  les  trois  fon- 
£lions  Ay  By  C  au  même  dénominateur  D,  &  on  a 

eu  ^{EdH^Fày^Gdp)  —  d<f.    On  a  divifé  les 


fonctions  Ey  Fy  G  par  leur  plus  grand  ûdeur  com- 
mun  H,  &  on  a  eu  'j^{ldH^¥Kdf^¥Ldp)z=d(f. 
On  a  encore  divifé  les  fonélions  /  &  iiC  par  leur  plus 
grand  faéleur  commun  J^,  &  on  a  eu  ^  (  M^d  x  -f- 


N^d/'^¥Ldp)=zd(f  ;   on    a  fait    dp:==:oy  &  on  a 
eu  dx^^  —  d/:=:zo.    Donc,  puifque  ces  deux  demie- 
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res    équations   doivent   être  les  mêmes   que   les   deux 
dx'^oLdf^^yfdp^=:2o^   &   dn^^0Ldy^=zo  ^    on    aura 


a  =  jjj,  &  '^=-017^  N  Se  M  étant  des  fondions  ho- 
mogènes de  même  dimenfion  de  x ,  ^^  /  y  &  de  ^  ; 
L  8c  j^M  étant  auITi  des  fon£lions  homogènes  &  de 
même  dimenfion  des  mêmes  quantités. 

En    fubflituant    ces  valeurs    de  a ,   &   de  tt   dans 

11              •            j                 !•   •               atf  do  dm  dif 

équation  de  condmon  «-3 '^T^^^  Àt,       d    ^^^y 


dx  dt  dp  dy 


nous  aurons   JVj^^— JSTL^^  — J^l47  ■-+'^*X 


0  . 


La  fonflîon  «  étant  donnée  ^  on  aura  les  fonélions 
N  &  M  y  en  faifant  A""  égal  au  numérateur^  &  M  égal 
au  dénominateur  de  la  fraélion  a.  Si  de  plus  la  fon* 
élion  j^  etoit  donnée  ^  on  auroit  très— aifement  la  fon- 
âion  L  par  la  méthode  des  indéterminées.  L'on  pren- 
droit  pour  L  une  fonétion  homogène  de  M)  de/,  & 
de  />,  de  même  dimenfion  que  J^M  la  plus  générale 
qu'il  feroit  poflible,  &  avec  des  coefficients  indetermi- 
nés;  on  fubftitueroit  cette  valeur  de  L  dans  Tequation 
de  condition,  qu'on  vient  de  trouver  entre  M  y  N",  L, 
^y  &  Ton  determineroit  les  coefficients  de  L  par  des 
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équations  du  premier  degré  ^  en  fatisfaifant  a  cette 
équation  de  condition  fuppofée  identique,  comme  on  le 
verra  dans  Texemple  que  nous  rapporterons  plus  bas. 
Mais  comme  la  fon£lion  J^  eft  inconnue  de  même 
que  L  )  l'on  fera   i  9    J^=  i  9  on  aura  Tequation  de 

condition   N^^L^^M^-^N^^M^ 

an  dx  dp  dp  dy 

L^j-=zo.     2?    ^j=^py   ^^  î^ura  en  faifant  d^ 


Tndp=^o  dans  Teq nation  générale  de  condition,  & 
aiviftat  f«p,  ti^-Li^^fi^M^-si^) 

*— ilf -j— -4-L--J- =0.     3?    S'il  n'entre  aucun  radical 

dans  N^  ny  dans  M,    Ton  fera   J^=tf^— hA«-4-c^. 

4?    ^j=:ap^^bpx^cpr^dn'^exy^fy^.  5? 

^j=ap^ "^bp^ i$^^(yc.^  &  Ton  déterminera  les  coef- 
ficients de  L,  comme  fî  ceux  de  J^  etoient  donnés; 
enfuite  Ton  verra  quels  doivent  être  les  coefficients  de 
^  pour  quil  n^  ait  pas  de  contradiâion  dans  ceux 
de  L. 

S'il  entre  des  radicaux  dans  les  fon£lions  JV,  My 
après  avoir  effayé  les  hypothefes  de  J^—  i ,  &  de 
^j=p  y  qui  font  très-^enerales ,  l'on  fera  entrer  ces 
mêmes  radicaux  dans  les  valeurs  fuccefTives  de  j^^  & 
de  Ly  comme  autant  de  nouvelles  variables,  &  de  la 
manière  la  plus  générale  qu'il  fera  poflfible,  fur  quoi 
on  peut  voir  les  Mémoires  de  M.'  Fontaine  page  35. 

DCXIV. 


i 
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DCXIV. 

Exemple.    Soit,  par  exemple,  «= '.p_+^,_^^y) 

&  l'équation  propofée  dx-^  j^p^^l'^ly  djf  =  o  en 
fuppofant  J^=i,  on  zun  ^=ap-+bx-^c/ ,  M= 
«'ft-t./â'x-+y'/,  L  =  Ap-*-Bx-i'Cy,  les  coefficients 


Ay  ByC    étant   indéterminés,  -^=^,  -jj- — ^, 
il±z=:,^\  4^=«',  -^=B,  4^=C,  &  en  fub- 

d^  '  >     dp  ^     dM  ^     dy  > 

ftituant  dans  l'équation  de  condition  ■^'-^j  """ -^  "J7  ■* 
K-^— 2yr^-.M4^-4.I.4^=o  ,    nous    aurons 

*      dp  dp  dy  dy  ' 

(45— «'c— ^^-i-7^)?-+-(— *«'— <2'c-i-yfi-+ 

a^)x-^{c^  —  câ-^ai — bC)y=:-o  ;    équation    qui 

doit  être   identique  :   donc  aB  —  «'  C — b  A^¥  y'  ^=  0  ; 
.-^bci'-^^'a—/C'¥y'B=io;cB—cit'"¥ai'—bCz=zo; 

en  comparant  ces  équations ,  on  trouve  ^=      c^'—by — * 

** cfi—h'  •»      efi—iy 

donc  en  fubftituant  ces  valeurs  dans   Ap-t-Bx-^Cy 


''ff ,   &  enfuite   les  valeurs   de  L ,   &  de  M  dans 

A  a  a  a 
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•^  =  ^  =  7r,   on  aura   7r=2 

Si    Tequation    propofée    etoît    d  h 


-  ^/ = 0 ,  en  fuppofan  t  J^=^ , 


If*  -f  -3'  />  X  -+>'/' 7  —  dxy  —  ey 


on  auroit  N^=^ap  -^^bpX'^^cp/^^dpc  -^cx/ ; Mz=z 
Cp^y^^Dpx'^^Epxy^k^Fpy^^Gx-^Hx^y 


a 


w  2  rj'      î  dN  ,  j,  dV 

Ixy  ^Kf  ;  -j-=^bp^zdx^ey;  -jj^^iap 

f         .  dM /  j,  dM  ,  ,1 

>>;  ^=zBp'^^Dpx-^Epf^lGx^-^^HxJf 
//;  ^=Cp^^Epx^%Fpy^Hx^^2lx, 
jX/*;    &    en    fubftituant  c^s  valeun  dans   Tequa- 

dL  ^   dN      ,    ,   y^jrdN  .  ^^dU 

df 


tion   de  condition   N^ L^jj — bpM'^J^       pN 


—  M-^ — -♦•L-^r^o,  l'on  aura  une  équation,    qu'on 

regardera  comme  identique ,   &  par  laquelle  on  déter- 
minera  les  coefficients  Ay  B  y  C  ^  D  ^  È  y  &c.  de  I, 
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on  aura  donc  les  valeurs  de  J^,  de  M,   8c  d^  L  y  & 

par  confequent  celle  de  T5r=~jjj-, 

Ce  que  nous  avons  dit  jufqua  prefent  dans  ce 
Chapitre,  appartient  a  la  première  méthode  de  M.^ 
Fontaine  )  fur  laquelle  nous  ne  nous  étendrons  pas 
davantage:  ce  que  nous  venons  de  dire  étant  fuffifant 
pour  comprendre  dans  l'Auteur  même  ce  qui  regarde 
cette  première  méthode. 

D  C  X  V. 

Il  faut  voir  dan?  l'Ouvrage  même  de  Mj  Fon- 
taine l'application  ingénieufe  que  ce  fçavant  Auteur 
fait  de  cette  première  méthode  aux  équations  différen* 
tielles  des  ordres  fupérieurs.  Quant  a  la  féconde  mé- 
thode, il  a  donné  lui  même  une  introduélion.  On  ne 
peut  rien  faire  de  mieux  que  de  la  lire  avec  beaucoup 
d'attention,  &  la  plume  a  la  main.  Elle  contient  des 
vérités  fondam^întales ,  &  élémentaires  fur  les  rapports 
généraux  des  équations  intégrales  a  leurs  différentielles . 
Nous  en  parlerons  après  avoir  établi  les  propofitions 
(uivantes ,  qui  pourront  répandre  quelque  lumière  fur 
toute  cette  matière. 

I?  Lorfquon  parle  d'équations,  de  fondions,  de 
radicaux,  de  dénominateurs,  de  puiflances,  &c. ,  on 
entend   toujours  des  quantités    qui  contiennent  une,  ou 


55^         Elemens  du  Calcul  Inte'gral 
plufieurs  variables  )   a  moins  qu'on  navenifle   du  cou* 
traire  • 

2  ?    Les  expreflîons  Ai  y  jIij  A^^  Ô*r.  ai^  azy 

0 3 9  ^c* >  ^1)^2)^39  ^^«  ^^^  ^  même  fignification 
que  celies-cy,  qui  font  moins  commodes  A\  A'\  A' ^ 

3  ?  On  prend  ordinairement  la  lettre  p  pour  de- 
figner  Tunité  indéterminée;  &  par  ce  qu'on  ne  change 
point  la  valeur  d'une  quantité  en  la  multipliant,  ou 
en  la  divifànt  par  l'unité ,  on  fe  fert  de  ^^  &  de  fès 
puiflances  pour  conferver  Thomogeneité  partout  ou  l'on 
en  a  befoin*  * 

4?  On  appelle  équation  algébrique,  rationelle, 
&  entière  toute  équation  différentielle,  ou  intégrale, 
qui  ne  contient  ny  fon£licns  tranfcendantes ,  ny  radi- 
caux ,  ny  dénominateurs  • 

5  ?  Une  équation  quelconque  étant  propofée ,  on 
peut  toujours  la  délivrer  de  dénominateurs  •  On  n'a 
pour  cela  qu'a  réduire  toutes  fes  parties  en  fra£lions 
de  même  dénomination,  &  effacer  enfuite  le  dénomi- 
nateur commun   a   toute   l'équation  •     Par  exemple ,   (l 

1  équation  propolce   etoit   Jax-^ j^ ^ —  =  ^) 

reduiroit  a  celle-cy  .^^ ■     ■  =a, 

&  on  aurait  apdx^df-^hxd/  ^^cjfdx  =zo. 


IL  Partie.    Chap.  X.  557 

6?  Sï  Tequation  propofée  renferme  des  puiffances 
négatives,  c'eft  a  dire  des  puifTances,  dont  les  expo- 
fans  font  négatifs,  on  pourra  Ten  délivrer.  Car  ea 
faifant  paiTer  ces  puif&nces  négatives  dans  les  dénomi- 
nateurs, on  les  rendra  pofitives ,  &  enfuite  on  pourra 
debaraffer  Tequation  de  dénominateurs.  / 

7  ?  Si  une  équation  contient  des  radicaux ,  on 
pourra  l'en  délivrer  dans  quelques  Cas,  fans  augmenter 
le  nombre  dès  variables,  &  toujours,  en  égalant  cha* 
que  radical  a  une  nouvelle  variable. 

8?  Si  elle  contient  des  fondions  tranfcendantes  ^ 
ou  des  intégrales  fous  le  figne  d'intégration,  on  pourra 
toujours  l'en  debaraffer  en  égalant  fes  fon£lions  où  ces 
intégrales  a  de  nouvelles  variables ,  &  quelquefois , 
fans  introduire  de  nouvelles  variables,  en  différentiant 
toute  Tequation  4  Par  exemple ,  fî  l'équation  propofée 
etoît    adxS./dx''^bx9çdf=:o^   on  auroit    S.ydx=z 

**   ^  ,    &   différentiant,   en  faifant   dx  confiante,   on 


adx 


auroit  yrfx=  ^^^  ^  ,  &  a/dx  ^-^ibxdxdy 

*—bxxddyz=^o . 

p  ?  Il  n'y  a  point  d'équations  finies ,  algébriques  ^ 
rationelles,  entières,  &  homogènes,  qui  ne  foient  con* 
teniîes  dans  ces  fuites  prolongées  a  l'infini. 


V 

I 
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Première    Suite. 

Ap*-¥-Bpx~^Cx*=so, 

jfp^'-¥Bp*M-^CpHit-^Dplt^^=0, 

Ap*'-i'Bp^x-*-Cp*x*^Dpx^-hEii^:=io. 
(yc,  a  riniîoi. 

Seconde    Suite. 

Ap*~i-  B  p  M-^C  p/  -+  D  X*  -^  E  x/  -k-  F/*  =zo . 
Ap^-^Bp^x-k-  Cp*y  -t-Dpx*-*-  Ep  xy  -4-  Fpy^  -t-G  «^ 


Ap^-^Bp^x-^^c^zo, 
(yc.  a  rinfini. 

Troisième    Suite. 

Ap~^BX'^Cy^Dz^=zo. 
Ap^-hBpx-^Cpy-^Dpz-^Ex^-t-Fxy-^Gy* 

Ap^  -*•  Bp*  *  -+6*c.  =  0. 
Û'c.  a  rinfini. 

Qy ATRiEME    Suite    &c 

&c.  (D-c.  (yc.  a  l'infini. 

Lés    coefficients    A^  B,  C,  D,  £,  F,  ÔV.    defigncnt 
des  conlbnces  indéterminées,  ou  zéro. 
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10?  Si  on  prend  fucceflivement  toutes  les  diffé- 
rences premières,  fécondes,  troifiemes,  &c,  de  toutes  les 
équations  de  chaque  fuite,  il  eft  évident  quon  aura 
toutes  les  équations  différentielles  algébriques,  rationel- 
les,  &  entières,  qui  auront  pour  intégrales  des  équa- 
tions finies,  algébriques,  rationelles,  &  entières,  &  que 
ces  intégrales  fe  trouveront  dans  ces  fuites.  Donc,  fi 
on  propofe  d'intégrer  une  équation  différentielle  quel- 
conque, qui  ait  par  elle  même,  ou  par  reduflion,  la 
forme  requife,  c'eft  a  dire,  qui  foit  algébrique,  ratio- 
nelle,  &  entière;  fi  elle  a  pour  intégrale  une  équation 
algébrique,  rationelle,  &  entière,  on  trouvera  cette  in- 
tégrale en  comparant  Tequation  différentielle  propofée 
avec  les  formules  générales  des  différentielles  des  fuites, 
qui  font  du  même  ordre,  &  du  même  nombre  à^s  va- 
riables ,  que  la  propofée  ;  &  fi  l'on  ne  trouve  pas  dans 
les  différentielles  des  fuites  de  formule,  qui  puiffe  être 
comparée  exaftement  avec  la  différentielle  propofée,  on 
pourra  multiplier  fucceflTivement  cette  propofée  par  dif- 
férentes fonftions  générales,  algébriques,  rationelles,  & 
entières  des  variables  qu'elle  contient ,  jufqu  a  ce  qu  el- 
le acquière  une  forme ,  qui  puiffe  être  comparée  exa- 
élément  avec  quelqu'une  des  formules  différentielles  des 
fuites . 

1 1  ?  Au  refle  il  faut  fe  fouvenir  que  l'intégrale 
finie  d'une  équation  différentielle  d'un  ordre  quelconque 


\ 


•  • 
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doit  renfermer,  pour  être  complette,  autant  de  con* 
liantes  arbitraires,  quil  y  a  d'unités  dans  Texpolant 
de  cet  ordre.  Ainfi  les  équations  des  fuites  précédentes 
font  toutes  des  intégrales  complettes  de  leurs  différen* 
tielles  du  premier  ordre.  Car  en  prenant  la  première 
différence  de  chacune  de  ces  équations,  le  premier  ter- 
me confiant  Ap^  ou  Af' ,  ou  A^  ,  (5\.  s'evanoiiit, 
&  ne  fe  trouve  point  dans  ià  différentielle  du  premier 
ordre;  par  confêquent  il  devient  une  confiante  arbitrai^ 
re  dans  l'intégrale  de  cette  différentielle.  De  même 
il,  en  prenant  les  fécondes  différences  de  chaque  équa- 
tion des  fuites,  on  fuppofe  quune  des  premières  difié- 
rences  des  variables  ^,  z^,  2,  u^  (D'c.^  par  exemple, 
Jx,  foit  confiante,  les  équations  des  fuites  feront  tou* 
tes  des  intégrales  complettes  de  leurs  différentielles  du 
fécond  ordre,  par  ce  que  la  féconde  différentiation ,  en 
fuppofant  dx  confiante,  ou  Jdx=^Oy  fera  difparoitre  le 

fécond  terme  BpMy  ou  Bp^Xj  ou  Bp^Xj  &c.  dans  la 
différentielle  du  fécond  ordre;  &  l'intégrale  de  cette 
différentielle  contiendra  les  deux  confiantes  arbitraires 
^  &  B,  qui  ne  fe  trouvent  point  dans  la  féconde  dif- 
férence de  cette  int^rale.  Dans  la  même  fuppofition 
de  dx  confiante,  les  équations  des  fuites  feront  des  in- 
tégrales complettes  de  leurs  troifîemes  différences,  par 
ce  que  la  troifieme  différentiation  fera  difparoitre  un 
troifieme   coefficient   confiant   dans  la  difi^rentielle    du 

troifxe* 
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troifieme  ordre.  Par  exemple,  fi  l'on  prend  fucceflive- 
ment  la  première ,  la  féconde ,  &  la  troifieme  différen- 
ce de    l'équation    de   la   féconde    fuite    Ap^'-^Bp^-^ 

Cpy-'^Dx^^^Exy'^Fy^=zo^  on  aura  pour  fa  dif- 
férentielle du  premier  ordre  Bpdx-^C pci y  -^iDxd^c 
'-^Exd/-^E/  ^x— h  2  F  y  dj^'==-o^  dans  laquelle  le  premier 

terme  Ap^  de  l'intégrale  a  difparù.  Donc,  fi  on  vou- 
loir intégrer  la  différentielle  dx'^2dy  —  2xd9C'-^ 
^j/ d/=zo  ;  en  la  comparant  avec  la  formule  générale 
Bpdx'-^Cp  dj/^^iDxdx-'^  Eydx^^  Exdy^^i  F  y  dy 
=  0,  on  auroit  -B/)=i,  Cp=z2^  2D  =  —  2,  £=0, 

2F  =  — 3,  &  l'intégrale  feroit  Ap^-^x^-^iy  —  x^ 
—  -^^^1=9,  dans  laquelle  A  efl  une  confiante  arbi- 
traire .  La  différentielle  générale  du  fécond  ordre ,  en 
faifant  dx  confiante,  fera  Cpddy^-hiDdx^'^iEdydx 

^-^Exddy-^iF dy^'-^2Fyddy=:o  ,  dans  laquelle 
le  coefficient  B  a  difparu;    &  fi  on  vouloit  intégrer  la 

différentielle  du  fécond  ordre  ^;c*— ♦-2^/*— 4-2/^^/=c?, 
on  auroit  C=zo^  2D  =  i,  E  =  Oy  2  F  =.2^  &  l'in- 
tégrale finie  feroit  Ap^ --^BpX'^^  x^ '^yy=zo^  dans 

laquelle  A  B^  B  font  deux  confiantes  arbitraires.  La 
différentielle   générale    du   troifieme   ordre ,   en    faifant 

dx  confiante,    fera  Cpd  y-^  ^Edxddy-^Exd  y  ^^ 

6F ày dày^^-xF y dy==.o  ,    dans   laquelle   les    trois 

B  b  b  b 
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coefficients  conftaas  A  ^  B  y  Se  D  oat  difparù:  on 
trouvera  donc  trois  conftantes  arbitraires  dans  Tintera- 
le  finie.  Mais  fî  Ton  prend  les  différences^  qui  furpai^ 
iènt  le  troifieme  ordre,  même  en  faifànt  dx  coaftante^ 
on  trouvera  que  leurs  intégrales  finies,  dans  les  fiiites 
précédentes^  ne  feront  que  des  intégrales  particulières^ 
ou  incomplettes  de  ces  différentielles;  &  en  gênerai  fi 
on  ne  prend  aucune  différence  première  des  variables 
My  yy  "Zy  Uy  &c.  ^MT  couftaute ,  les  équations  finies 
des  fuites  ne  feront  que  des  intégrales  incomplettes  de 
toutes  leurs  différentielles  fupérieures  au  premier  ordre.. 

DCXVL 

On  comprend  y  par  ce  que  nous  venons  de  dire  y 
que  c'eft  pour  avoir  toujours  des  inté:^rales  complettes, 
que  M/  Fontaine  dans  fbn  introdaélion  a  la  féconde 
méthode  fuppofe,  que  dans  la  féconde  fuite  d'équations, 
qui  doivent  être  les  intégrales  finies  des  équations  dif- 
férentielles entre  le  paramètre  /^>  &  les  variables  »>/, 
les  coefficients  confiants  A  y  J5,  C,  Dy  Ey  F  y  Ô'r. 
defignent  des  fon£lions  d^un  nombre  arbitraire  ny  s'il 
s'agit  d'une  équation  aux  premières  différences  ;  de 
deux  nombres  arbitraires  ny  m  y  sï{  s'agit  d'une  équa- 
tion aux  fécondes  diflCrences;  de  trois  nombres  arbi- 
traires n^  nty  ly  s'il  s*agit  d'une  équation  aux  troifie- 
mes  différences,  &c.     Voyons   maintenant   dans  Tintro- 
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du£llon  mime  <le  M*^  Fontaine  l'ufage,  quil  hit  de 
ces  équations  de  la  féconde  fuite  ^  &  des  fuppofîtions 
précédentes  • 

Prenez  une  des  formules  précédentes,  celle  du 
premier  degré ,  ou  celle  du  fécond ,  ou  celle  da  troi- 
iieme^  3cc  SubfHtuez  au  lieu  des  coefficients  indéter- 
minés A^  B\y  Cy  D^  E^  Fy  Ù^c.  des  fonftîons  de  «^  a 
vôtre  choÎK,  vous  aurez  une  équation,  qui  fera  l'in- 
tégrale d'une-  équation  aux  premières  différences.  Pour 
avoir  cette  équation  aux  premières  différences  y  donc 
vous  avez  l'intégrale,  différentiez  cette  intégrale,  vous 
aurez  deux  équations:  chaffez  en  79^,  &  Tequation,  qui 
vous  refiera  entre  />,  ^, /,  dxy  dy^  fera  Tequatioa 
aux  premières  différences,  dont  vous  aurez  Tintégrale. 

Prenez,    par  exemple,   la   formule   Ap^^Bx^-^ 

C/=:o,    &  faites   A=i — »,  jB  =  2,  C= — r^— ^ 


2  —  ^  w 


oa    aura    Tequation    (i  —  »)/>-4-2«-+      „    ' /  =  ^  j 

qui  fera  l'intégrale  d'une  équation  aux  premières  diffé- 
rences. Pour  avoir  Tequation  aux  premières  différen- 
ces, dont  c'efî:  Ik.  l'intégrale,  on  difîérentie  cette  inté* 
grale ;  on  aura  2»^^»— «-(2  —  ^n)df=io  y  &,  en 
chaflant  »,  on  aura  Tequation  aux  premières  différence» 

3pdf^^^loxd/^^^ioydxd/ — zpàxdy—^/^xâxdy 

-^j^ydx^zzpoy  dont  l'intégrale  efl  (i — n)p-Hr2X 
^7,  —  5  »     
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Prenez  une  des  formules  précédentes:  mettez  dans 
cette  formule  pour  A^  B^  Cj  Dy  Ej  F^  &c.  des  fon- 
dions de  /f^  &  de  m,  telles  que  vous  voudrez,  & 
vous  aurez  une  équation ,  qui  fera  l'intégrale  d'une 
équation  aux  fécondes  différences.  Pour  avoir  cette 
équation  aux  fécondes  différences,  dont  vous  avez  fin- 
tégrale,  différentiez  cette  intégrale  deux  fois,  vous  au- 
rez  trois  équations:  chaffez  en  les  nombres  n^  Se  nty 
&  Fequation,  qui  vous  reftera  entre  p^  *>  />  d^y  ^/y 
ddy  (on  fuppofe  dx  confiante),  fera  Tequation  aux 
fécondes   différences,    dont   vous  avez  l'intégrale.     Pre- 

nez,    par  exemple,   cette    formule-cy    ^/>*— i-S/>x-i-^ 

C/>/-*-D**— »•£«•;' -+F/*  =  o,  &  faites  ^=3, 
£  =  2;7,    C  =  »  —  w,    D'=:o  y    £  =  3  —  2w,    F:= 

^-;;w,  vous  aurez  l'équation  ip^'^^znpx'^^n  —  m)py 

-4-(3  — 2w)*/  —  nmy^zzzQ  y  qui  fera  l'intégrale 
d'une  équation  aux  fécondes  différences.  Pour  avoir 
cette  équation  aux  fécondes  différences,  dont  c'efl  là 
l'intégrale,  différenciez-la  deux  fois,  vous  aurez  znpdx 
-4-(/î  —  w)/^^/'-+-(3  —  2  'w)*^;'— ♦-(3  —  zm)ydx  — 
2nmydy^=:o y    &    {n  —  f^ )pddy+('^  —  2m)xddy 

-4-2(3  —  2m(dxd/  —  znmy dd y  —  inmdy^'=:^o  : 
chaffez  les  nombres  n  ^  m  àt  ces  trois  équations,  & 
i'equation,  qui  vous  reftera  entre  py  x,/,  dxy  df  y 
ddy  fera  celle,  dont  il  s'agit. 
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Prenez  encore  une  des  formules  précédentes:  met- 
tez dans  cette  formule  au  lieu  de  -//,  J5,  C,Z),  £, 
F ,  (yc.  des  fondions  de  w ,  de  n? ,  &  de  / ,  vous  au- 
rez une  équation,,  qui  fera  l'intégrale  d'une  équation 
aux  troifiemes  différences.  Pour  avoir  cette  équation 
aux  troifiemes  différences  ,  dont  vous  avez  l'intégrale  , 
différentiez  cette  intégrale  trois  fois ,  vous  aurez  quatre 
équations  :  chaffez  en  les  nombres  n  ^  m^  l ^  Sa  l'équa- 
tion, qui  vous  refiera  entre  pj  «,/,  dx  y  dy  ^  ddy\ 

d  y  y  fera    l'équation    aux   troifiemes    différences ,    dont 
vous  avez  l'intégrale. 

Pour  avoir  l'intégrale  d'une  équation  différentielle 
donnée  ,  il  faudra  donc  que  la  formule ,  que  l'on  choi- 
fîra,  &  que  les  valeurs,  que  l'on  donnera  aux  coeffi- 
cients ^,J5,C,D,jE,F,  (Je.  de  cette  formule 
en  »,  fi  c'efl  une  équation  aux  premières  différences, 
qui  foit  donné  ;en»,&n?,fi  c'eft  une  équation  aux 
fécondes  différences;  en  »,  en  w,  &  en  /,  fi  c'eft  une' 
équation  aux  troifiemes  différences,  &c. ,  foient  telles, 
que  l'on  arrive  de  cette  intégrale  a  l'équation  différen- 
tielle propofée.  De  même  que  pour  chaque  intégrale 
il  n'y  a  qu'une  feule  équation  aux  premières,  ou  aux 
fécondes ,  ou  aux  troifiemes  différences ,  &c. ,  dont  elle 
foit  l'intégrale:  pour  chaque  équation  aux  premières 
différences ,  il  n'y  a  qu'une  feule  équation  entre  />,  x^ 
^ ,  &  71 ,  qui  en  foit  l'intégrale  :    pour  chaque  équation 
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aux  fecoades  diiTérences,  il  n'y  a  qu  une  feule  equanoû 

entre  p^  '^y  Xj  ^^  ^  ^j  <\^^  ^Q  ^o^t  riotégrale:  pour 
chaque  équation  aux  troifiemes  différences  ^  il  n'y  a 
quune  feule  équation  entre  ^^  ^>  /)  '»>  m>  &  />  qui 
en  foit  Tintégrale  3cc«  Cette  intégrale  peut  fe  prefen- 
ter  fous  une  infinité  de  formes  différentes;  mais  ce 
fera  toujours  effentiellement  la  même  équation. 

Si  vous  avez  Tintégrale  d'une  équation  aux  pre* 
mieres  difiérences^  &  que  vous  déterminiez  ny  c'eft  a 
dire^  que  vous  fafftez^  par  exemple^  n^=&y  ou  ii=: 
—  3  ,  ou  »  =  5 ,  ^c.  y  Tequation ,  que  vous  aurez ,  ne 
fera  pas  l'intégrale  de  vôtre  équation  aux  premières 
différences  )  mais  elle  feia  feulement  un  des  cas  de  cet* 
te  intégrale  ;  &  il  en  de  même  des  intégrales  des  e« 
quations  aux  fécondes  différences,  de  celles  aux  troi- 
fiemes,  &c.;  a  chaque  fois  que  l'on  détermine  un,  ou 
deux,  ou  trois,  Bec  des  nombres  n,  m,  /,  &c.y  l'é- 
quation, que  l'on  a,  neft  plus  qu'un  des  cas  de  l'inté- 
grale •  Far  exemple ,  fi  vous  faites  n  :=  i  dans  l'inté- 
grale complette  »(i— »)^—h 2 »»—♦»( 2  —  5 «)/=a 

de    l'équation    aux    premières    différences     îpà^y^-^ 

=  0,  l'équation  2j»— •3/=sa,  que  vous  avez,  ne  fera 
pas  l'intégrale  de  cette*  équation*  aux  pnemieres  différen- 
ces, c'eft  a  dire,  que  l'équation  difiérentielle  "xàx  — 
^d/=z0  ne  fera  pas  la  même  que  cette  équation  aux 
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premières  différences  ^pd/^^^ioxd^^ — i^ydndf-^ 
&c.=zo ;  mais  Tequation  zx — zy=^o  fera  feulement 
un  des  cas  de  l'intégrale   complette    de   Tequation   aux 

premières  différences  j^J/*— Hio* dy^ — &c^ = ^  / 
c'eft  a  dire,  que  tirant  de  Tequation  z^  — 3^=10  la 
valeur   d'une  des  variables,   &   fubfli tuant   cette  valeur 

pour  la  variable  dans  Tequation  différentielle  ipdy^-^ 

loxd/^ — &€.=:: 0 y  celle-<y  deviendra  identique.  Car 

puifque  2^— j/'^o,  on  aura  x=:— /,  &  dx:=:z—df  ; 

&  fubftituant  ces  valeurs  pour  Xy  8c  pour  dx  dans 
Tequation   différentielle    3  p  dy^  -*•  i  o  ^  <//*  —  (î^r.  =  0  , 

elle  deviendra  3^^/*-+-i  S/^/^ — ^^y^J^^  —  ZP^/^ 
— y ydy^ -^yf  dy^=zoy  équation  identique. 

On  peut  encore  obferver  icy  q^ue,  pour  chaque 
équation  aux  fécondes  différences,  il  y  a  deux  intégra- 
les aux  premières  différences;  car  après  avoir  difiKrentié 
une  fois  feulement  l'intégrale  d'une  équation  aux  fécon- 
des différences,  on  pourra  chaffer  le  nombre  m,  ou  le 
nombre  n  ,  &  par  confequent  avoir  une  équation 
aux  premières  différences,  où  il  ne  reftera  que  »,  & 
une  autre,  où  il  ne  refiera  que  m,  &  chacune  de  ce& 
deux  équations  fera  également  l'intégrale  de  Fequation 
aux  fécondes  différences,  que  Ton  auroit  en  difïérentiant 
llntégrale  deux  fois',  5c  en  chaffant  les  deux  CK^mbrçi 


r 
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m  &,  n;  que  par  la  même  raifon  pour  cliaque  equatioa 
aux  troifiemes  difTérences  il  y  a  trois  équations  aux 
fécondes,  qui  en  font  les  intégrales,  fçavoir,  celle  où 
il  ne  refle  que  le  nombre  /,  celle  où  il  ne  rede  que 
le  nombre  m  y  8c  celle  où  il  ne  refte  que  le  nombre;;. 
Mais  bornons  nous  quant  a  prcfent  aux  équations  aux 
premières  différences. 

L'intégrale  d'une  équation  aux  premières  différen- 
ces étant  donnée,  au  lieu  den  déduire,  comme  nous 
venons  de  le  faire,  l'équation  aux  premières  différences 
dont  elle  eft  l'intégrale ,  nous  pourrons  ordonner  cette 
intégrale  par  rapport  a  ;i,  &  avoir,  en  la  refolvant,  n 
fon£lion  nulle  de  />,  de  x,  &  de  /,  &  en  différentiant, 
avoir  dx^+ad^z^o .  Par  exemple,  l'intégrale  »(i  — 
n)p-^2nx'^(2 — 5»)^=o   étant  donnée,     on    peut 

l'ordonner  par  rapport  a  »,  &  avoir  nn — ».  f^^^~^^ 

=:-r,    dou    lou  tire  n:=z^ — ^^ 

P  '  ^P 


^^^"*'** — UXzllLl     fonélion   de    dimenfion   nulle  de 

py  dt  My  8c  de  f;    &  en  différentiant,  on    aura  indx 
-«-(i — ^n)df=:oy   ou   dx^^ady=zOy   en   faifant  « 

r=zl^Zll     &    en    mettant    a  la  place  de  n    la    valeur 

qu'on  vient  de  trouver.   Refolvez   l'équation  que   vous 
avez  trouvé^^par  le  premier  procédé,   de   manière   qu'a 


f  ■'  "^ 
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ià  ptdce  vous  en  ayez  une  autre,  ou  d^c  8c  d y  ne 
foient  qu'a  la  première  dimenfion ,  cette  équation  fera 
dx-^ddy^zo^  ceft  a  dire,  precifement  la  même  que 
par  le  fécond  procédé . 

Dans  l'exemple  précèdent  on  avoit  les  deux  équa- 
tions 72{n — I  )/>-+-2;7X— h(2  —  ^n)y=:o^  &  mdx 
-+-(2  —  5^)^/=^^-  Piir  1^  premier  procédé  on  a  iiib- 
ftitué    dans    le    première    équation    la    valeur   de    »=:= 

■■  ,  ^_\^^   tirée  de  la  féconde  équation,  &  on  a  trouvé 

l'équation  aux  premières  différences    ^pdf^-^i  oxd/^ 

—  I  oj' dxd/  —  ipd^xJy  —  ^xdxd/-^  j^y^ d x'^zzzo  . 
Si  l'on  ordonne  cette  eq^iation  par  rapport  a  J^c,  on 
aura  en  la  refolvant  dx'^^dyz=zo .  Car  fi,  au  lieu  de 

fubflituer    la   valeur    de    n=z    ^  ^_^^^^  dans  Tequation 

n{i — ?t)p'-\ri72x-+(2  —  ^n)/-=zo^  comme  on  a 
fait  dans  le  premier  procédé,  on  fubftitue    dans   l'equa- 

tion   w= — .  ^    ^   ,     la    valeur    de   n    tirée    de   la  prc- 

miere  équation  ,  il  eft  évident  qu'on  doit  avoir  la  mê- 
me équation  aux   premières  différences  dx-^:xd/^=o. 

Si  vous  n'aviez  pas  fait^^=:o,  vous  auriez  eû^;^ 
adj^-^  \~^~'^^  )  dp-^o  par  le  premier,   &  par  le 

fécond  procédé.  Car,  fî  Ton  n'eut  pas  fait  dp=zo^  on 
auroit  eu  dx-^otdy-^yrdpzizoy  nr  étant  une  fonction 
de  -dimenfion  nulle  de  />,  de  ^,  &  <^^  />  ^^  ^^  incon- 

C  c  G  c 
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nuë;  &  fi  1*00  n'eût  pas  divifé  par  la  fooflion  qui 
multiplioit  dsÊy  oa  auroit  eu  i^dn^^oiiidy^^^iJidp=z 
d4>y  ft  étant  encore  une  fonflion  inconnue  de  p^  de«^ 
&  de  /^  &  9  une  fon6lion  inconnue  des  mêmes  quan* 
tités,  quon  peut  fuppofer  dv:  dimenfiou  nulle,  puis 
qu'on  peut  toujours  multiplier  ou  divifer  cette  fonftion 
par  une  puilfance  de  p^  qui  la  rende  de  dimenfion  nul- 
le. On  aura  donc  par  le  premier  Théorème  fondamen- 
tal tJix-^oniy^^-rryipzzzo^  par   coufequent    «— *-âf^— •• 

Soit  donc  ds;-^  '^d/:=zo  Tequation  que  Ton  pro* 

pofe  d'intégrer.  Par  N^  &  par  M  on  entend  deux 
Confiions  de  même  dimenfion  de  ^,  de  Xy  &  de /, 
qui  n'ont  aucun  fafleur  commun,  &  dont  tous  les  ter- 
mes font  homogènes,  &  compofés  de  puiiTances  pofiti- 
ves.  S'il  n'entre  aucun  radical  dans  les  fonélions  N^ 
M  y  c'eft  a  dire,  (i  l'équation  différentielle  propofêe  efl 
renfermée  dans  l'une  des  formules  fuivantes 


d/  =  Oy 


Ctc.  arc. 
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rintégrale  fera 


ou 


n  =  — ^^  ^^  ,  ou 

^ a\p^-^atpx^a^py^a^f^^a%xp^a6y^ 

a  ip^ ^^atp^  x-^a^p^f-^a^px^-^a^pxj'^ 
tf  6py*  '-^  ajx^  —^aSx^y^hap  xy*  -^a  t  oy^ 

»  =  — ^i — 7— ,  OU 

»=: — iL — -_     ou 
&c.  (Je. 

S'il  entre  des  radicaux  dans  lôs  fondions  JV,  Mj  Ton 
fera  encrer  ces  mêmes  radicaux  dans  le  numérateur,  & 
dans  le  dénominateur  des  valeurs  fuccelTives  de  ^,  & 
de  la  manière  la  plus  générale  qu'il  fera  poifible. 

Suppoibns,  par  exemple,  qu'il  n'y  ait   qu'un  (eut 
radical  dans  Tequation  différentielle  propofée,  &  qne  ce 

radical  foit  l^( i^/^* -4- ^/> ^ -+•  r^/ -♦•  <^V— H ^x/ -+-//*)• 


On  fait  «==*^(ii^*-*-^/>«— hr/>/-h/«*— h^x/-H-//*), 
on  aura  «*=^/>*— f-^/>«j— h r^/ -h- ^V^f*^ «/—♦-/;<*  ; 

d*  «s  '    df  tz  ' 

de  l'equadon  propofée  (èia 
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0,  OU 


an 


àr 


0,  oa 


&c.  Cfc.  CTc. 


&  fon  intégrale  fera 


4flp-4-<fi*-4-i»  ^/— h  if  4g 


«  1^— 1-«2« 


J^H-«4« 


OU 


If 


«  ij)*H-«a^jr-t-«  jf^-+"4/>5 


i»63r/*4-/f7yg'^tf  8  jr*~H  ^  ç  y  z 

•ÔMf  ^i^JXZ  -f'«8>*  -4-ap/z 


jx 


OU 


»5p*^-^^6px/^mypxz  -+-«8/>/* 


^9p/Z  -t-aiox'-f-tf  11**^  -h«i2**z 


is*y  -f'i^jz-t-<*iir 


ou 


Ô-c.  &c,  CTc, 
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S'il  entre  plufieurs  radicaux  dans  les  fon£tions  N^  M^ 
on  fera  pour  chaque  radical  ce  qu'on  vient  de  faire 
pour  un  feuL  On  pourra  confulter  pour  le  refte  l'Ouvra- 
ge de  M/  Fontaine,  dont  nous  avons  prefque  copié  les 
paroles  dans  cet  Article  Dcxvi.,  en  les  »  accompagnant 
cependant  des  eclaircilTemens  neceilàires. 

DCXVIL 

^1  ne  nous  refte  plus  qu'a  donner  une  idée  du 
Calcul  Intégral  de  M.^  le  Marquis  de  Gondorcet.  Cet 
Ouvrage  eft  divifé  en  deux  Parties ,  dont  la  première 
traite  des  équations  diiTérentielles  aux  différences  infini- 
ment petites;  la  féconde  confîdere  les  équations  aux 
différences  finies  ,  &  celles  oti  une  môme  variable  éga- 
lée a  une  fonftion  de  plufieurs  autres,  a  été  fuccefïive- 
ment  fuppofée  varier  avec  chacune  d'entr  elles.  Nous  ne 
parlerons  que  de  la  première  Partie:  elle  eft  naturelle- 
ment divifée  en  deux  ferions.  MJ  de  Condorcet  refont 
pleinement  dans  la  première  ce  Problème  gênerai:  Efant 
donnée  une  fonHion  ou  équation  différentielle  de  tel  ardre 
que  ce  foit^  Ô"  qui  renferme  tant  de  variables  quon  voU' 
dra^  trouver  les  équations  de  condition^  qui  doivent  avoir 
lieu^  pour  quelle  puiffe  avoir  une  intégrale  de  P ordre  in^ 
férieur  de  t unité ^  ou  mime  une  intégrale  finie.  Car,  fé- 
lon là  remarque  de  M.«  d'Alembert  &  Bezout,  lorf^ 
qu'un  Problème  eft  poffible,  c'eft  déjà  avoir  fait  un  pas 
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utile  vers  fii  folutioQ,  que  d'avoir  deinootré  que  Tequa^ 
tion  diiKrentielle  ^  qui  lexprime^  admet  une  intégrale 
du  degré  immédiatement  inférieur.  Mais  il  peut  arriver 
fouvent  qu'une  équation  fuiceptible  d'une  pareille  inté- 
grale exprime  une  chofe  impoflible^  &  par  confequent 
n'admette  point  d'int^;rale  finie.  C'eft  donc  un  travail 
fort  utile,  que  de  déterminer  dans  quel  cas  une  équa- 
tion propofée  peut  être  amenée  a  une  intégrale  finie  ^ 
Après  qu'on  s'eft  afTuré  qu'une  équation  difitrentielie 
propofée  a  une  intégrale  finie  poTible,  il  ne  refte  plus 
qu'a  trouver  cette  int^rale,  c'eft  le  fécond  Problème 
gênerai  que  NL'  de  Condorcet  fe  propofe  de  refoudrt 
dans  la  lèconde  feéUon* 

DCXVIII. 

U  réduit  toutes  (es  recherches  fur  les  équations  de 
condition  a  lept  Problèmes^  dont  les  quatre  premiers 
roulent  fur  les  fonétions,  &  les  trois  derniers  fur  les 
équations  difiérentielles  •  Nous  nous  contenterons  de 
donner  un  eflai  de  (a  méthode,  en  rapporunt  la  (blu- 
tioQ  du  premier  Prc^leme  avec  quelques  explications 
fur  des  difficulté  de  calcul,   qui  pourroient  embarafler» 

Problème  L    Trouver   l'équation   de 
qui  doit  avoir  lieu,   pour  qu'une  fonction 
d'un  ordre  quelconque  de  deux  variables  m^  /y  oa  Jm 
eft  fuppoiS  confiant,  fiût  la  diffi^centifillc  exaâe  d'une 
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fonélion  des  mêmes  variables^  d'un  ordre  moins  élevé 
d'uae  unité* 

Solution  •  Soit  V  la  foaflion  propofée^  B  la 
fon£lion  de  Tordre  inférieur,  dont  V  doit  être  la  diffé- 
rence. On  fait  dans  V  &  dans  B^  d9i=ip^dy'=:p\  dp 

==0  a  caufe  de  J^  confiante,   ddy'=='dp':=zq  ^  d  y'=z 

d^p':=dq'=r\d^jf=id^p'=zd^q—drz=:s\    &     ainfi 

de  fuite  on  aura  F  Se  B  fondions  de  ^,  /,  ^,  />',  ^', 
Ty  s\  &c.y  la  dernière  de  ces  lettres  /,  q\  r\  s'y  Ô'r,, 
qui  fe  trouve  dans  V^  ne  devant  pas  fe  trouver  dans 
B ,  par  ce  que  B  eft  d'un  ordre  inférieur  a  V.  Par  exem- 
ple,  fi    s=:.d^y  eft   la  dernière  de    ces    lettres  qui  le 

trouvent  dans  Vy  r':=zd  y  fera  la  dernière  lettre  qui 
fe  trouve  dans  B ,  puifque ,  V  étant  une  différentielle 
du  quatrième  ordre,  B  ne  fera  que  du  troifieme  par  la 
fuppofition  du  Problème*  Cette  fubftitution  des  lettres 
py  p  y  q  y  Y  y  S  y  (D^c. y   ^lM  Mtxx  Ats   différeuces  Jx,   J/, 

d^yy  d^/y  d^fy  Ô'r*,  donnera  le  moyien  de  diftinguer 
les  py  p' y  q  y  Y  y  S  y  (D'c. y  ^uï  fc  trouveut  dans  JB,  de 
ceux  que  la  différentiation  introduit  dans  dB'. 

Cela  pofé.,  &  en  diflférentiant,  fuivant  la  nouvelle 
manière,  on  aura,  par  la  fuppofition,  V^^^dB^^-j-dn 

'' dy^'^dp'-^'^J^^^dr^&c,     &,    en 


dy     -^  dp^     i  dq       ^  dr 

mettant    dans   cette  valeur  de    V  pour  dx^   dy  ^   dp' ^ 
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dq^  dr\  dXc.  leurs  valeurs,   on  aura  F±=— ^-+~^' 

-+j-r^'-+-jTf'-**2P7-^-+^^M  forme   que   doit  necef- 

fàiremcDt  avoir  Vy  pour  être  la  différentielle  exafle  de 
la  foaélion  B . 

Pour  parvenir  a  tirer  de  1^  Tequation  de  condi- 
tion, quon  cherche,  on  différcntie  les  deux  membrei 
de  Tequation  cy^effus.  Le  premier,  en  différentiant 
a  l'ordinaire,  donne  dV^=zNdH^¥N' dy^^P'dp-'^ 
^dq''irRldr'^Sds''ir(yc.  y  OU  les  coefficients  N, 
N',  P',  J^',  R\  S'y  &c.  font  des  fondions  connues 
des  quantités  Jc,  /,  py  p'y  q'y  r,  /,  (^c.y  que  contient 
la  fon£lion  donnée  F.  Le  féconde  membre ,  en  différentiaat 

fuivant  la  nouvelle  manière,   donne  dÇ-j^p 


dB     »         dB     ,  dB    ,     ^  v^^    \ /ddB  ^     ^     ddB      , 

T^^-^l7''^'3T'-^^'^)-'\^7F^^^dTdyP 

ddB      ,  ddB     ,  ddB     /  .  •«,  \  i    .  /  ddB 

ddB       .  ddB      ,  _.     ddB      ,  ddB      ,  _^  v«,   \  , 

-J^  P  -*•  7737  ^  -*•  1737  '^  -*•  7^7  s-^&c.)  d/ 

d  B  àdB  ddB      ,  ddB      ,  ddB 

IJ  "**  dTfdx  P  dpdy  P  "^    ^p*    ^  ~*"  djfdq' 

-j^  S  -hCTf.  )dp'-¥  K^-jf-^  I^STP  -^lïTyP 


r 
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ddB      /  ddB       I  ddB      /     .      ddB     »    .  >r       \    ,   , 

rrd7P'^i:7d^'i-^T7dT''^~7F'^^'^^ 

dB 


(-jjr -h ) ds-^&c. &c. ,    équation , 

que  nous  defignerons  par  (  G  )  . 

La   différence  du  fécond  membre  '^P^^'J^P 

d  B     /     ,    d  B     I  d  B     /        V/^  r  ^      ^ 

-j-r^— H-j-rr  — jh- 3— 5— hO^c. ,   le  trouva  en  prenant  en 

particulier  la  diflférence  de  chaque  terme  de  ce  fécond 
membre .  i  ?  En  ne  faifant  varier  que  k  •  2  ?  En 
ne  faifant  varier  que  /  •  3  ?  En  ne  faifant  varier 
que  p\  4?  Çn  ne  faifant  varier  que  ^'>  &  ainfi  de 
fuite. 

Or  la  différence    de  tout    ce  fécond  membre  ^    en 

ne  faifant  varier  que  x^  eft  ~P^^'^'dxd    P'^^ 

ddB       ,j  ddB      /  »      ddB     /,     y^  f    ddB 

axdp  ^      '  dxdq  dxdr  ^     dx      '' 

ddB      /  .  ddB       ,  ddB      ,  ddB     ,         y^*     \  j 

m 

De  même  la  différence  de  tout  le  fécond  membre  pri- 
fe,  comme  nous  lavons   dit,   en  ne  faifant  varier   que 

f\     dd B         j  ddB       /f  ddB      f  »  ddB      /• 

D  d  d  d 
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Tp7?''''^'7yjr^''*'^'^')^/  '    ^    différence    du    k- 
cond   membre  prife,   comme   nous  l'avons  dit,  en  ne 


•       «   •  » 


faifant    varier    que  />',    eft  J4j^pdp'^J^p'dp' 

dB     %^t  adB      ♦!/  a  a  B     't  f    f  daB     tir        vu» 

d  B  j    t     .      ddB     .  j  .t   _.      ddB     .ij.f     .      ddB       /   ?  ^/ 
ddB      /!./     .      ddB      r,    /         v^,  r  dB      .     JiB 


»       f  j  ^*     .      ddB      f  2  jt     .    Vi^i      f  nB  ddB    ^ 


4fd 
ddB      ..     .     ddB      ,  ddB      .  ddB 


^TfijP-^'T^H-^TfdT^^Tfdï''^^'^^     ; 

&  OQ  trouve  de  même  les  autres  diffêreuces   du  fecoDd 

membre,  en   ne  faifaut   varier   que  q  ^    enfuite  eo  ne 

d  s  • 

faifant  varier  que  r  ,  &c    Or  ^«-t^,    ou  la  différence 

%        d  B  •/•  c  *  r  •  n      d d  B      f        ^ 

de  -—    pnle    en  tailant   tout    varier,   eft  — —dst-^ 

ddB     j  daB     j    »  ddB      1    /  ddB     j   >  ddB     y  t 

dxdy      ^  dxap      i  dxaq      ^  dxdr  dxds 

ddB  ddB       /  dâB        ,  ddB      , 


J g^     «  dxdjf  i  dxdp    •'  axdq 

ddn       ,         ^^  r  i  dB        ,  f    ddB 


dndr  ^'-*-^^-;  par  confcquent  d-j^^dx=z{^j^p 

ddB       I  ddB       /  ddB      ,     .      ddB      ,         y^^     \  j  ^ 
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trouve  de  même  que  //-^ •  ^/  =  (^  IJdTP "^TjT^ 

ddB      I  daB      »  ddB     /     .   y^^    \    §         a 

TJIF^-^TJT^r-^^j^s-^&c.yf,  &  encore  que 

r  dB       ^     j      dB  \   j    ,  f  dB  ddB    ^      .       dd^       , 

ddB      ,  ddB      ,  ddB 


aao       /  adD      I  ado      t         y^     \  j'         o 

dB       .      J     dB  \    ,     ,  r    dB  ddB  ddB 


f  àB  j     ào  \   j     *  f    dB  ddB  ddB      , 

\dj  ^  ^-"^J  ^  î  —  V  ^-^^jdJp-^lîTdJP 

ddB       ,  ddB      é  ddB 


fuite  • 

Donc  en   mettant   pour  les  fuites  qui  multiplient 

A  R 

les  dxy  d/y  dp\  dq  y  dr'y  ds  y  (S^c.  leurs  valeurs  i.-jj* 

j  dB         dB  J    dB         dB  j    dB        dB      ^  j  dB         dB 

^~>  TJ  ^  dp  y   "37  ^^-  d^'  y  77  ^^"7r>  "3T 

(J  B 
-r—p 

dS      .  dB      ,  dB     ,  dB     ,        •„,  \    jdB      J 

'd7f'^'d7'j-^Tr'"^'dT"^^'')=^^'^*^'''^ 

(iT^^^)^r^(^ )ds^&c.     Mais 

•r     rr    •  d  B  a  B     ,  d  B     t     ^    d B     f     ^    aB    t 

puifque   r,    &  -j-p^yyp^^q^—r^-j^s 
-^^c.  doivent  être  une  même  chofe,  leurs  différences 
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doivent  être  égales  terme  a  terme,  on  aura  donc  Ndà 


**   ^7  >     ^ dt>'  ^^'*     d>,'  »      ^  da'  ^^* 


5/   '     ^«-. dp'  ^^        rff'  •»  dtî  ^^^     df  * 

S"=  -T-r  -4» ;    équations  qui  donnent  les  va- 

leun,  que  doivent  avoir  N,  N'y  P',  ^,  R\  S\  (Jc.^ 
pour  que  V  foit  la  difTâ'entielle  exade  de  B.  On  re- 
marque maintenant   que  dans  cette  fuite  d'équations 


H'z^ 

j    dB 
dj 

P'= 

dB 
'  dj' 

-* 

«:= 

_  dB 

- 

R'= 

dB 

=  •77 

- 

■d'-jT- 

S- 

«  dB 

-» 

■  •••••• 

Ld  fécond  membre  de  la  première^  &   de  la  dernière 
ne  peuvent  avoir  qu  un  terme ,  &  qu  ainfi  chaque  -y—  y 

J  H         éi  s         A  B 

-j^  y  -3-r  y  -^   fe    trouve   dans    une  équation ,   &   û 

différence  dans  une  autre.     Mettant  donc  ces  équations 
fous  cette  forme 
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Châp.  X. 

*r=..4^ 

1*   iO'           J*    */* 

,?   <iB 

dq 

,4     ,          ,4   ./B 

-^ 
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/ 


y 


on  aura,    en  retranchant  alternativement  Tune   de  Tau- 

tre  N'-^dP'^d'^--^d^R'^d^S'^&c.  =  o^  équa- 
tion identique,  qui  doit  avoir  lieu,  pour  que  V  foit 
la  différentielle  exaéle  d'une  fonélion  d'un  ordre  infé- 
rieur d'une  unité,  &  qui  eft  par  confequent  Tequation 
de  condition  cherchée. 

DCXIX. 

Corollaire,  Zdx  eft  une  différentielle,  dans 
laquelle  ^;0  eil  confiante,  &  Z  une  fon£lion  des  va- 
riables X,  y  y  py  q^  r,  j,  Ô'r*,    en    fuppofant   />=:-j2^, 

dp^ ddy  dq  ,  d^y  dr  d^        vu. 


Par  confequent  dZ^zMdx-^^Ndf-^Pdp^^^^dq 
Rdr'-+Sds^^Cyc.     Nous    avons    démontré    dans    le 
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Chapitre  précèdent  que,  il  la  relation  entre  «   &  /  eft 

dp  d^Q  iPR  d^S 


exprimée  par  Tequation  N--    ^,    -        »  -4 

— t^f.-zzia,  Tintégrale  S.Zdx  fera  un  Manimumy  ou 
un    Minimum  y    or    (I    on    fuppofe  y=^^/,  q:=Ldp'=z 

dd/y  r=^dq=zd^fy  s—dr^d^^^  &c.y  Z  fera  aufli 

une  fonftion  des  variables  ^^  /  y  p' y  4 y  ^  >  ^  >  ^^*  ^ 
puifque  les  quantités  py  qy  r^  s^  (7c.   ne  font  variables 

que  par  ce  qu'elles  contiennent  dy  y  ddfy  d  y^  d  /y 
dTc.y  ou  p'y  q'y  Ty  S  y  (^c.y  dx  ctattt  confknte;  par 
confequent  on  aura  aufli  dZ^zMdM^-^N'djt-^Pd^ 
^^dq^R'dr^S'ds^&c. 

En  égalant  terme  a  terme  les  deux  valeurs  de 
dZ  y  que  nous  venons  de  trouver,  on  aura  Mdx^=^ 
Mdny  M=My  Nd/=zN'd/y  &  NzzzW;   Pdp=i 


^=^Jj'=^j'j,,!c^=^,iM.=JJ^, 


On  trouve  de  même  — r  =  lt',  &  — r  =  ^  R' 


S  y  &  — r=^  ^\  ^^*  Subftituant  ces  valeurs  dans 


lequation    JST-^-h^-— ^— -.0*^  =  ., 
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qui   rend    S.Zdx    un  Maximum  y   ou  un  Minimum  y  on 
aura  N'— //P-^i^j^'— (/^R'^rf^^— e2rc.z=o,  equa- 


tion  de  condition  ^  qui  doit  avoir  lieu  y  pour  que  la 
différentielle  Zdx  ait  une  intégrale  de  Tordre  immé- 
diatement inférieur.  On  voit  donc  par  iU,  que  ces 
deux  formules  d'équations  font  les  miîmes.  Ce  Corol- 
laire contient  la  demonftration  du  Théorème ,  que  M.' 
Euler  a  propofé  fans  demonftration  dans  le  Tome  X* 
des  nouveaux  Mémoires  de  Petersbourg,  &  quil  ap- 
pelle: Egregium  Tbeorema  quod  in  Calcula  Integrali  cxi- 
mium  ufum  prajiare  viderur.  MJ  de  Condorcet  a  fait 
voir  généralement  par  la  méthode  des  variations ,  que 
les  formules  des  équations  de  condition  doivent  être 
les  mêmes  que  celles  des  équations,  qui  doivent  avoir 
lieu  entre  les  variables,  qui  entrent  dans  une  fonftion 
intégrale,  pour  que  cette  fonélion  devienne  un  Maxi- 
mum  y  ou  un  Minimum.  Il  faut  cependant  remarquer 
que,  pour  le  Maximum  y  ou  le  Minimum  y  ces  équations 
ne  doivent  pas  être  identiques ,  puîfqu elles  doivent 
donner  une  relation  entre  les  variables ,  qui  eft  necef- 
faire  pour  que  la  fon£lion  intégrale  indéfinie  devienne 
un  Maximum ,  ou  un  Minimum  •  Ce  que  nous  venons 
de  démontrer  peut  fuffire  aux  Commençants  pour 
comprendre  toute  la  première  feélion  du  Calcul  Inté- 
gral  de    M,'^   de    Condorcet. 
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DCXX. 

Quant  a  la  féconde  (è£lion ,  F  Auteur  propofe  la  mé- 
thode d'intégrer  toutes  les  équations  différentielles,  qui 
peuvent  avoir  des  intégrales  finies;  cette  méthode  efl 
expliquée  en  35.  ou  ^6.  pages.  Il  ûudroit'un  long 
Commentaire  poureclaircir  les  difficultés ,  qu'on  y  trou- 
ve prefqu'a  chaque  pas,  &  pour  démontrer  exaélement  . 
tout  ce  qu  on  y  fuppofe  fans  demoniiration .  Nous  nous* 
contenterons  de  donner  un  idée  générale  de  cette  fe- 
Aion  j  d  autant  plus  que  dans  le  cours  de  cet  Ouvrage 
nous  avons  donné  des  méthodes ,  qui  nous  paroiffent 
avoir  la  même  généralité  que  celle,  qui  eft  renfermée 
dans  cette  fe£lion« 

Une  équation  diflférentielle  quelconque,  quon  a 
reconnu  par  la  première  feftîon  avoir  une  intégrale 
finie ,  étant  propofée ,  M.^  de  Condorcet  la  prépare 
d  abord  de  manière  qu  elle  devienne  algébrique ,  ra- 
tionelle  &  entière ,  comme  nous  avons  dit  cy-deifus  • 
Enfuite  il  remarque  les  points,  qui  diftinguent  cette 
équation  différentielle  de  toute  autre  •  Ces  points  font 
Tordre  de  Tequation,  le  nombre  &  la  nature  des  fon- 
dions tranfcendantes  qui  s  y  trouvent,  le  degré  où  y 
montent  les  différences,  &  celui  des  équations  ratio- 
nelles  entre  les  fimples  variables  j»,  f ,  Ô*r.,  &  les  let- 
très,  qui  représentent   leurs  foo£UoBS  algébriques,    & 

tran- 
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tranfccndantcs  ,  le  d^ré  •  où  monte&t  les  «r ,  / ,  CTc.  , 
&  les  lettres ,  qui  reprefentent  leurs  fonélions  dans»  les 
coefficients  des  difTérentielles ,  &  dans  les  coefficients 
des  équations  rationelles  &  entières  entre  ^, /,  (S'c^^ 
Se  les  lettres  qui  reprefentent  leurs  fonélions^  enfin 
les   coefficients  confiants. 

,De  ces  points  diftinftifs  de  Tequation  (Jifferentielle 
propofée,  il  détermine  les  points  qui  diftinguent  Tinté- 
grale  de  cette  équation  de  toute  autre  équation  finie  ^ 
&  il  trouve  un  nombre  fini  de  formules  d'intégrales 
finies  y  qui  renferment  neceflàirement  celle  de  la  pro* 
pofée  .  Après  avoir  trouvé  les  différentes  formes  dont 
efl  fufceptible  l'intégrale  finie  d'une  équation  différen- 
tielle d'une  forme  donnée,  il  ne  refle  plus  qu'a  déter- 
miner entre  ces  formes  d'int^rales^  celle  qui  convient 
aux  coefficients  donnés  de  la  propofée ,  &  les  coefficients 
de  l'intégrale  qui  en  refultent*  Pour  cela  diifcrentiant 
chaque  forme  d'intégrale  y  &  la  reduifant  a  la  forme 
de  la  propofée  y  on  aura  une  fonSlion ,  qui  devra  être 
identiquement  la  même  que  la  propofée  ;  comparant 
donc  terme  a  terme  on  trouvera  les  coefficients  de 
l'intégrale ,  &c.  Mais ,  comme  le  remarquent  M.^* 
d'Alembert,  &  Bezout ,  ce  n'ell  que  par  la  le£lure  de 
rOuvrage  méme^  quon  peut  fe  former  une  idée  fuffi- 
fante  de  Tetenduë  de  ces  méthodes  •  Il  nous  fuffit  de 
dire  quelles  s'appliquent  a  toute  équation  différentielle  #• 

£  e  e  e 


i' 
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Il  faut  cependant  avouer,  que  cette  méthode,  & 
toutes  les  autres  (ont  fujettes  a  des  incoaveoiens  ioe- 
vitabies.  Les  Tables  conflruites  (èloo  les  piiacipes  de 
M.^  de  Condorcet  contienoeat  par  ordre  les  difiKrrentes 
formes  d'intégrales ,  qui  étant  différentiées,  produifent 
les  équations  différentielles  d'une  forme  donnée  •  Tel 
eft  le  principe  fur  lequel  ces  Tables  (ont  conftruites , 
&  elles  font  générales  a  cet  égard  «  Mais  fi  nous  don- 
nons des  valeurs  particulières  aux  coefficiens  de  ces 
formules,  qu'on  a  fuppofé  généraux,  il  peut  arriver 
que  les  différentielles,  qui  en  refultent,  fbient  fufcepti- 
blés  d  abbaiffement ,  fans  que  les  int^rales  changent  de 
ferme,  comme  nous  lavons  obfervé  plufieurs  fois;  & 
cela  arrivera  foit  que  les  coefficients  des  termes  plus 
élevés  s'evanoiîiflènt ,  foit  que  ces  dificrentielles  ayent 
des  fatSleurs,  alors  les  différentielles  d'un  degré  donné 
pourroient  avoir  pour  intégrales,  ou  les  intégrales  ge* 
nerales  de  ce  degré  ,  ou  des  cas  particuliers  d'intégrales 
fupérieures,  dans  lefquelles  l'abbaiffement  auroit  lieu»  Il 
faudroit  donc,  pour  avoir  les  intégrales  de  cette  der- 
nière clafle  d'équations,  former  une  Table,  qui  con- 
tient tous  ces  cas  particuliers;  d'où  l'on  voit  que  cette 
méthode  efl  fujette  aux  inconvénients  que  nous  avons 
déjà  obfervé  dans  les  autres,  &  qui  dépendent  de  la 
nature  même  du  calcul  ;  c'efl  a  dire ,  que  les  intégra- 
les peuvent    appartenir   a  des  formules  moins,  ou  plus 
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compliquées.  Ce  dernier  cas  appartient  aux  difTéren- 
tielleS)  qui  auroient  un  faéleur.  Il  eft  vrai,  que  la 
méthode  propofée  fatii^feroit  a  tous  les  cas  pofTibles; 
mais  la  con(lru£lion  des  Tables  feroit  d'un  travail  im* 
menfe.  Ceft  pourquoi  nous  finirons  en  remarquant 
que  les  méthodes  générales  du  Calcul  Intégral,  qu'on 
a  trouvées,  ne  diminuent  point  l'utilité  des  méthodes 
particulières,  que  nous  devons  aux  travaux  reunis  des 
grands  Géomètres  M.«  Newton,  BernouUi ,  Euler, 
d'Alembert ,  Clairaut ,  de  la  Grange ,  &c. ,  comme 
Mj  de  Condorcet  lavoiie  lui-même  dans  la  conclufion 
générale,  qu'il  a  mis  a  la  fin  de  fon  Calcul  Intégral 
en  ces  termes:  La  méthode  d intégrer ^  que  je  donne 
dans  cet  Ouvrage^  joint  au  mérite  d'être  direéle  y  celui 
de  la  plus  grande  généralité  qui  en  ejl  une  fuite .  Mais 
le  défaut  d exiger  beaucoup  de  calcul  Ô*  de  travail  ^  auffi 
longtems  furtout  quil  ny  aura  pas  de  Tables  ^intégrales 
toutes  dreffèes  y  fait  que  jufques4à  elle  ne  peut  gueres 
être  étufage  que  pour  les  cas^  qui  ont  échappé  aux  me* 
thodes  particulières. 


Fin  de  la  féconde  Partie  • 
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